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Άσκ. 1.15.  Από τον ορισµό της ροπογεννήτριας έχουµε 
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και από την γνωστή σχέση   Ε[Χ] = Ε[Ε[Χ|Υ]]  λαµβάνουµε 
 

  ( )1 N i
N

s Y ... Y sY
X

i 1

g (s) E E e | N E E e | N+ +

=

⎡ ⎡ ⎤= =⎡ ⎡ ⎤⎤⎣ ⎣ ⎦⎦
⎤

⎢ ⎢ ⎥⎥⎣ ⎣ ⎦
∏

⎦
 

{ } ( )i
N N

NsY

i 1 i 1

E E e E g(s) E g(s) π g(s) ,
= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = = =⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∏ ∏  

 
αφού εξ ορισµού έχουµε ( ) Nπ s E[s ]= .  
 
Άσκ. 1.16.  Με βάση το αποτέλεσµα της προηγούµενης άσκησης θα έχουµε: 
 

( )Xg (s) π g(s)=       (1) 
 
µε  τη γεννήτρια πιθανοτήτων της Γεωµετρικής κατανοµής παραµέτρου p  και  

  τη ροπογεννήτρια της Εκθετικής κατανοµής  παραµέτρου λ.  Έχουµε συνεπώς 
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Εισάγοντας τα παραπάνω δύο αποτελέσµατα στην (1)  παίρνουµε: 
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Συνεπώς, η τ.µ. Χ ακολουθεί Εκθετική κατανοµή µε παράµετρο  λp. 
 
Σηµείωση: Η απαίτηση  προκύπτει από τις συνθήκες: (α)  s  για να 
ορίζεται η 

s λp< λ,<
( ) ( )g s λ / λ s ,= −  και  (β)  | g(s) | 1/ q,<  για να ορίζεται η  ( )( )π g s .
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Άσκ. 1.18.  (α)  Από την γνωστή σχέση   Cov(U, V W) Cov(U, V) Cov(U, W)+ = +  
έχουµε για  n ≤ m: 
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αφού τα αθροίσµατα    αφορούν ανεξάρτητες τ.µ. Συνεπώς n
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(β)  Κάνοντας χρήση της παραπάνω σχέσης λαµβάνουµε για  n ≤ m: 
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Άσκ. 1.19.  Από τον ορισµό της κίνησης Brown, η σ.α. {Χ(t): t ≥ 0}  είναι 
ανεξάρτητων και στάσιµων προσαυξήσεων µε Χ(0) = 0 και Χ(t) ∼ N(0, c2t)  για  t > 0.   
Τούτο σηµαίνει ότι για κάθε  n ≥ 1 και t1 < t2 <…< tn, η από κοινού κατανοµή των 
τ.µ.  είναι η n-διάστατη Κανονική κατανοµή, αφού το τυχαίο 
διάνυσµα  αποτελεί γραµµικό µετασχηµατισµό (ποιος είναι 

ακριβώς;) του τυχαίου διανύσµατος  µε   
 ανεξάρτητες και Κανονικά κατανεµηµένες προσαυξήσεις. (Από 

την Θεωρία Πιθανοτήτων είναι γνωστό ότι κάθε γραµµικός µετασχ. Κανονικών τ.µ. 
ακολουθεί Κανονική Κατανοµή µε µέση τιµή τη µέση τιµή του γραµµικού µετασχ. 
και διασπορά (πίνακα διασποράς) την διασπορά (πίνακα διασποράς) του γραµικού 
µετασχ. βλ. “Εισαγωγή στις Πιθανότητες: Γ. Κοκολάκης και Ι. Σπηλιώτης”, 
αποτέλ.(4.3) σελ. 174). 
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Συνεπώς η οποιαδήποτε διαφορά  X(t) – X(s) ∼ N(E[X(t) – X(s)], Var[X(t) – X(s)]) 
µε  

E[X(t) X(s)] E[X(t)] E[X(s)] 0− = − =  

και, για  s ≤ t, 

[ ]Var[X(t) X(s)] Cov X(t) X(s), X(t) X(s)− = − −  

    [ ] [ ] [ ]Cov X(t),X(t) 2Cov X(t),X(s) Cov X(s),X(s)= − +  

    [ ]Var[X(t)] 2Cov X(t), X(s) Var[X(s)]= − +  

     2 2 2 2c t 2c s c s c (t s),= − + = −
 
αφού λόγω ανεξάρτητων προσαυξήσεων έχουµε, (βλ. “Σηµειώσεις Στοχαστικών 
Ανελίξεων: Γ. Κοκολάκης”, αποτέλεσµα (2.4), σελ. 10), 
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[ ] 2g(s, t) Cov X(s), X(t) Var[X( {t,s})] Var[X(s)] c s,   για  s t.≡ = = =min ≤  

Άρα  X(t) – X(s)  ∼ N(0, c2(t – s)).  
 
Άσκ. 1.20.  Για να βρούµε την δεσµευµένη κατανοµή του  X(s)  µε δεδοµένο X(t)   (s 

 t),  µας χρειάζεται η από κοινού κατανοµή των  X(s), X(t). Επειδή έχουµε κίνηση 
Brown, η από κοινού κατανοµή των X(s), X(t) είναι η διµεταβλητή  Κανονική 
κατανοµή, βλ. προηγούµενα συµπεράσµατα, µε µέση τιµή το διάνυσµα  

≤

 

E[X(s)] 0
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και πίνακα διασποράς τον 
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αφού έχουµε  c = 1  και 

[ ]g(s, t) Cov X(s),X(t) Var[X( {t,s})] Var[X(s)] s,   για κάθε  s, t   µε  s t.≡ = = =min ≤  

Εύκολα τώρα προκύπτει ότι ο συντελεστής συσχέτισης µεταξύ X(s) και X(t), για s < t 
είναι: 

[ ] sρ Corr X(s),X(t) g(s, t) / g(s,s)g(t, t) .t= = =  

Το παραπάνω αποτέλεσµα αποτελεί το “συνεχές ανάλογο” του αποτελέσµατος (β) της 
Άσκ. 1.18. 
 
Θέτοντας Χ=X(t) και Υ=X(s), η δεσµευµένη κατανοµή του Υ για δεδοµένο Χ θα 
είναι Κανονική µε (δεσµευµένη) µέση τιµή, βλ. “Εισαγωγή στις Πιθανότητες: Γ. 
Κοκολάκης και Ι Σπηλιώτης”, αποτέλ. (5.5), σελ. 79, και αποτέλ. (6.4), σελ. 82,  
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και (δεσµευµένη) διασπορά 
2 2
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Συνεπώς έχουµε αντίστοιχα  
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                2 s(t s)Var[X(s) | X(t)] Var[X(s)]{1 ρ } .
t
−

= − =  
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