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Η διαδεδοµένη αντίληψη ότι τα µαθηµατικά µεγέθη µπορούν να 

ορισθούν µονοσήµαντα από κατάλληλα συστήµατα αξιωµάτων δεν 
αληθεύει! Για κάθε αξιωµατικό σύστηµα που περιγράφει τους 
φυσικούς αριθµούς υπάρχουν άπειρες προτάσεις, που αληθεύουν 
µεν, αλλά δεν µπορούν να αποδειχθούν µε βάση αυτό το σύστηµα. Αν 
θέλουµε,  µπορούµε, εποµένως, να τις χρησιµοποιήσουµε ως νέα 
αξιώµατα. Υπάρχουν όµως επίσης άπειρα ριζικά διαφορετικά µεταξύ 
τους συστήµατα µεγεθών που ικανοποιούν το δοσµένο σύστηµα 
αξιωµάτων.  

 
Περίληψη 
 

Οι περισσότεροι µαθηµατικοί  των αρχών του 20ου αιώνα πίστευαν ότι τα 
επτά αξιώµατα της Αριθµοθεωρίας, που διατύπωσαν οι Dedekind και Peano 
περιγράφουν πλήρως τους φυσικούς αριθµούς και επαρκούν για να 
αποδειχθούν όλες οι δυνατές προτάσεις σχετικά µε αυτούς. Θα ιδούµε, όµως, 
εδώ αρχικά ότι για να τους χαρακτηρίσουµε χρειάζονται τουλάχιστον τόσα 
ανεξάρτητα µεταξύ τους αξιώµατα, δηλαδή θεµελιώδεις ιδιότητες των 
φυσικών αριθµών, όσοι είναι οι ίδιοι οι φυσικοί αριθµοί. Στην συνέχεια όµως 
θα ιδούµε ότι ούτε ένα τόσο µεγάλο σύνολο ιδιοτήτων δεν επαρκεί για να 
τους χαρακτηρίσει µονοσήµαντα και εποµένως παραµένουν µόνιµα στον χώρο 
της «διαίσθησης» ή «ενόρασης», όπως την εννοεί ο φιλόσοφος Kant. 
Αναλύοντας αυτό το αναπόφευκτο συµπέρασµα, θα διερευνήσουµε µέχρι που 
µπορεί να φωτίσει τον δρόµο µας η διαίσθηση. Επίσης θα εξετάσουµε αν έχει 
νόηµα να µιλάµε για ένα είδος µαθηµατικών ή πρέπει να δεχθούµε την ύπαρξη 
πολλών παραλλαγών τους. 

 
Εισαγωγή  
 
Το ερώτηµα «Ποια είναι η προέλευση των βασικών µαθηµατικών 

εννοιών;» είναι πολύ παλιό. Είναι οι φυσικοί αριθµοί και οι βασικές 
γεωµετρικές έννοιες δηµιουργήµατα του νου µας, ή, µήπως, είναι µορφές που 
ενυπάρχουν στην φύση ανεξάρτητα από την σκέψη µας;  

Φαίνεται δύσκολο να δεχθούµε ότι είναι απλές επινοήσεις. Υπάρχει άλλος 
τρόπος να µετράµε από το να προσθέτουµε κάθε φορά µία µονάδα; 
Τουλάχιστον οι φυσικοί αριθµοί 1, 2, 3, … φαίνονται να υπάρχουν ανεξάρτητα 
από την φαντασία µας. Ο Leopold Knonecker είπε κάποτε «Τους φυσικούς 
αριθµούς έφτιαξε ο καλός Θεός. Όλα τα άλλα είναι έργο του ανθρώπου». 

Τα µαθηµατικά αποτελέσµατα έχουν απόλυτη βεβαιότητα χωρίς να κάνουν 
χρήση εµπειρικής παρατήρησης ή πειραµατισµού. Χρησιµοποιούν µόνο την 
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λογική. Αυτό οδήγησε πολλούς διανοητές στην αντίληψη ότι οι µαθηµατικές 
έννοιες βρίσκονται µε κάποιον τρόπο έξω από τον υλικό κόσµο που τον 
γνωρίζουµε µόνο µε παρατήρηση.  

Για τον Πλάτωνα οι βασικές αφηρηµένες έννοιες έχουν κάποια άϋλα αιώνια 
και αµετάβλητα πρότυπα που τα ονοµάζει ιδέες. Χαρακτηριστικά δείγµατα των 
ιδεών θεωρεί ότι είναι οι γεωµετρικές έννοιες άρα και οι φυσικοί αριθµοί, που 
αντιπροσωπεύονταν στην εποχή του από κανονικές διατάξεις σηµείων στο 
επίπεδο. Κατά τον Πλάτωνα οι ιδέες είναι ανεξάρτητες από την νόησή µας, 
ενυπάρχουν ήδη στην ψυχή όταν γεννηθούµε και αποτελούν τα πρότυπα για 
την δηµιουργία των εννοιών µε τις οποίες διεξάγουµε και εκφράζουµε τις 
σκέψεις µας. Οι έννοιες προκύπτουν απλά µε προσαρµογή των ιδεών στις 
εµπειρίες1.  

Η αντίληψη ότι κάποιες θεµελιώδεις έννοιες υπάρχουν ανεξάρτητα από τον 
νου µας και γίνονται µόνο αντιληπτές από αυτόν λέγεται, λοιπόν, 
Πλατωνισµός. Αυτή η αντίληψη, υιοθετείται µέχρι σήµερα από πολλούς 
διανοητές. Πλατωνιστές είναι, ειδικότερα, αρκετοί µαθηµατικοί που πιστεύουν 
ότι έννοιες, όπως η έννοια του φυσικού αριθµού, υπάρχουν ανεξάρτητα από 
την σκέψη µας και δεν είναι δηµιουργήµατά της. 

Ο Immanuel Kant (1724-1804) δίνει µία πιο ευλογοφανή θεωρία για την 
προέλευση των θεµελιωδών εννοιών, η οποία δεν απαιτεί να πιστέψουµε σε 
έναν υπερβατικό κόσµο των ιδεών. Θεωρεί ότι οι έννοιες δεν πηγάζουν από 
έναν άϋλο κόσµο των ιδεών αλλά προκύπτουν από την εµπειρία µε βάση τις 
εγγενείς ιδιότητες του νου. Οι έννοιες είναι µεν προϊόν της εµπειρίας, αλλά ο 
ανθρώπινος νους δεν είναι παθητικός δέκτης των εµπειριών. Για να τις 
αφοµοιώσει τις µορφοποιεί µε βάση κάποιους έµφυτους ή σύµφυτους µε την 
νόηση τρόπους αντίληψης. Ο χώρος και ο χρόνος δεν είναι έννοιες που 
προκύπτουν από την εµπειρία, αλλά αποτελούν ένα εκ των προτέρων δοσµένο 
πλαίσιο µέσα στο οποίο τοποθετούµε τις εµπειρίες µας. Παρόµοια, η τάση της 
νόησης να αναζητεί αίτια για κάθε φαινόµενο είναι ενδόµυχη, δηλαδή εκ των 
προτέρων δοσµένη και όχι αποτέλεσµα της εµπειρίας. Τις έννοιες του χώρου 
και του χρόνου ονοµάζει ο Kant a priori (=εκ των προτέρων) δοσµένες 
ενοράσεις2 της σκέψης µας, ενώ η αιτία είναι µία από δώδεκα a priori 
δοσµένες κατηγορίες µε τις οποίες η σκέψη µορφοποιεί τις εµπειρίες. Ο 
χώρος, ο χρόνος και η αιτιότητα δεν υπάρχουν, δηλαδή, αντικειµενικά αλλά 
είναι οι συνεισφορές του νου στην διαµόρφωση της εµπειρίας. Η a priori 
υπάρχουσα ενόραση ή διαίσθηση του χώρου ταυτίζεται για τον Kant µε τον 
Ευκλείδιο χώρο, ενώ θεωρεί τον χρόνο ως πηγή της έννοιας των φυσικών 
αριθµών (ΦΑ). Ο Kant θεωρεί ότι οι φυσικοί αριθµοί βασίζονται στην ενόραση 
της διαδοχής. Παραλληλίζει, δηλαδή, τις διαδοχικές χρονικές στιγµές  µε την 
ακολουθία των ΦΑ: 1, 2, 3, ….  

Με την άποψη ότι οι ακέραιοι αριθµοί προκύπτουν από την διαίσθηση του
χρόνου συµφώνησε και ο φιλόσοφος Arthur Schopenhauer αλλά και ο 
µαθηµατικός  W. R. Hamilton.  

  

                                        
1 Κατά τον Πλάτωνα η ψυχή θυµάται τις ιδέες αυτές, που τις έχει γνωρίσει πριν µπει στο 
σώµα, και τις προσαρµόζει στις εµπειρίες του ανθρώπου.  
2 Ενόραση ή διαίσθηση είναι για τον Kant η άµεση επίγνωση µίας έννοιας χωρίς την 
µεσολάβηση της εµπειρίας. Ο όρος Anschauung, που χρησιµοποιεί, µεταφράζεται συνήθως ως 
«ενόραση» ή «διαίσθηση». Οι αντίστοιχοι αγγλικοί όροι είναι insight και intuition. 
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Όπως βλέπουµε, στις αρχές του 19ου αιώνα οι βασικές µαθηµατικές έννοιες 
θεωρούνταν έµφυτες.  

Την απλή αυτήν αντίληψη ανέτρεψε η δηµιουργία των Μη Ευκλείδιων 
γεωµετριών, που σύντοµα αποδείχθηκε ότι είχαν Ευκλείδια µοντέλα3 (βλέπε 
Παράρτηµα 1), και εποµένως ήσαν εξ ίσου λογικά συνεπείς (ή ασυνεπείς) µε 
την Ευκλείδια γεωµετρία. Αυτό ανέτρεψε την ως τότε καθιερωµένη αντίληψη 
ότι τα γεωµετρικά αξιώµατα αντιπροσώπευαν «αυταπόδεικτες αλήθειες» για 
τον φυσικό κόσµο, είτε προερχόµενες από τον υπερβατικό κόσµο των ιδεών, 
είτε σύµφυτες µε την νόηση ως a priori ενοράσεις. Με την δυνατότητα 
εφεύρεσης µη Ευκλείδιων γεωµετριών µε εσωτερική λογική συνέπεια, έγινε 
φανερό ότι ο νους µας δεν είναι φτιαγµένος έτσι ώστε να αντιλαµβάνεται µία 
µόνο γεωµετρία. Ο µαθηµατικός χώρος έπαψε να αντιπροσωπεύει πια µίαν 
υπερβατικά ή ενορατικά καθορισµένη έννοια, που οπωσδήποτε θα συνέπιπτε 
µε τον φυσικό χώρο, και έγινε για τον µαθηµατικό µόνο θέµα προτιµήσεων 
στην επιλογή αξιωµάτων. Ο φυσικός χώρος δεν ήταν πια καθορισµένος από 
υπερβατικές ιδέες ή a priori ενοράσεις, αλλά µία ακόµα εµπειρική έννοια 
υποκείµενη σε πειραµατική διερεύνηση.  

Η ανακάλυψη ή εφεύρεση των µη Ευκλείδιων γεωµετριών έφερε στην 
επικαιρότητα την µελέτη αξιωµατικών συστηµάτων. Έτσι προς το τέλος του 
19ου αιώνα δηµιουργήθηκε και το πρώτο αξιωµατικό σύστηµα για τους 
φυσικούς αριθµούς. Αυτό το εισηγήθηκαν ανεξάρτητα µεταξύ τους ο 
Γερµανός Richard Dedekind και ο Ιταλός Girolamo Peano (βλ. Παράρτηµα 2).  

Βασικά ερωτήµατα που τέθηκαν σχετικά µε αυτό αλλά και όλα τα άλλα 
αξιωµατικά συστήµατα ήταν η εσωτερική τους συνέπεια (το αν δεν 
προκύπτουν από αυτά αντιφατικές προτάσεις) και η πληρότητά τους, δηλαδή 
η επάρκειά τους για την απόδειξη ή απόρριψη όλων των προτάσεων που θα 
µπορούσαν να διατυπωθούν σχετικά µε τα µεγέθη που περιγράφει ή καθορίζει 
ένα τέτοιο σύστηµα αξιωµάτων.  

  

                                       

Η πρόοδος της Μαθηµατικής  ή Συµβολικής Λογικής κατά τον 19ο αιώνα 
οδήγησε παράλληλα σε µίαν προσπάθεια πλήρους συµβολοποίησης των 
µαθηµατικών. Αυτό κρίθηκε αναγκαίο, γιατί συχνά προκύπτουν εσφαλµένα 
συµπεράσµατα, που οφείλονται  στην ασάφεια λεκτικών διατυπώσεων και 
στην χρήση εποπτικών εικόνων αντί για ακριβείς ορισµούς. Τέτοιες 
εποπτικοποιήσεις εννοιών εµπεριέχουν συχνά αφανείς προϋποθέσεις. Έτσι 
επιδιώχθηκε να εκφρασθούν τα πάντα µε συµβολικό τρόπο, που δεν επιτρέπει 
να παρεισφρύσουν αφανείς προϋποθέσεις στις αποδείξεις µας. Σε διάφορα 
αξιωµατικά συστήµατα των Μαθηµατικών ενσωµατώθηκαν, λοιπόν, και τα 
βασικά αξιώµατα της Συµβολικής Λογικής, έτσι ώστε η όλη αποδεικτική 
διαδικασία να µην είναι τίποτα άλλο παρά συντακτική παραγωγή συµβολικών 
εκφράσεων από άλλες συµβολικές εκφράσεις. 

 Η µαθηµατική σχολή που επεδίωκε την απαλλαγή των µαθηµατικών από 
την καθοµιλουµένη γλώσσα και την πλήρη συµβολοποίησή τους ονοµάσθηκε 
Φορµαλιστική σχολή και είχε κύριο εκφραστή τον Γερµανό David Hilbert.  

Παράλληλα ετέθη και το ερώτηµα ποια είναι η σχέση Λογικής και 
Μαθηµατικών και µάλιστα ειδικότερα Λογικής και Αριθµητικής. Βασική 

 
3 Καµπύλες στον Ευκλείδιο χώρο που, µετονοµαζόµενες σε «ευθείες», έχουν όλες τις ιδιότητες 
που έχουν οι ευθείες κάποιας µη Ευκλείδιας γεωµετρίας (πληρούν τα αντίστοιχα αξιώµατα). 

Αξιωµατικά Συστήµατα και ∆ιαίσθηση  4/11/2005, 1:07 ΜΜ 3



πεποίθηση πολλών ήταν ότι οι νόµοι της Λογικής είναι έµφυτοι στην σκέψη 
και ότι όλες οι έννοιες (άρα ειδικότερα η έννοια «φυσικός αριθµός») 
καθορίζονται µονοσήµαντα από τις λογικές σχέσεις που υπάρχουν µεταξύ 
τους. Έτσι οι Βρετανοί Bertrand Russell και Alfred North Whitehead, 
επεδίωξαν γύρω στο 1910 στο βιβλίο τους Principia Mathematica να 
αναγάγουν την Αριθµοθεωρία στην Λογική. Αυτή η προσπάθεια αναγωγής της 
Αριθµητικής στην Λογική ονοµάσθηκε Λογικισµός.  

Ο Λογικισµός κατακρίθηκε από πολλούς µαθηµατικούς ότι, προσπαθώντας 
να εξαλείψει τα µαθηµατικά αξιώµατα, εισήγε λογικά αξιώµατα πέρα από τις 
καθιερωµένες αρχές της λογικής και λιγότερο προφανή από τα αριθµητικά 
αξιώµατα που υποκατέστησαν. Έτσι, τόσο οι φορµαλιστές, όσο και οι 
λεγόµενοι ∆ιαισθητιστές απέρριψαν αυτήν την προσπάθεια. 

«∆ιαισθητιστές» ή «Ενορατιστές» (intuitionists) ονοµάσθηκε µία οµάδα 
µαθηµατικών µε κύριο εκφραστή τον Ολλανδό Luitzen Brower (1881-1966), 
που πιστεύει ότι οι βασικές µαθηµατικές έννοιες πηγάζουν απ’ ευθείας από την 
διαίσθηση ή ενόραση, δηλαδή από άµεση µη εµπειρική επίγνωση, όπως έλεγε 
ήδη ο Kant. Οι ∆ιαισθητιστές θεωρούσαν ότι τα µαθηµατικά είναι µία 
διαδικασία νοερής κατασκευής ανεξάρτητη από την εµπειρία. ∆εν συνάγει 
τόσο λογικές συνέπειες, όσο συνθέτει νέες αλήθειες (σεβόµενη µόνο κάποια 
θεµελιώδη µαθηµατική διαίσθηση). Οι ∆ιαισθητιστές επεδίωκαν να επιτύχουν 
αυστηρές αποδείξεις, όχι χρησιµοποιώντας κενό περιεχοµένου φορµαλισµό, 
αλλά µε αποφυγή εννοιών και χειρισµών που δεν ανταποκρίνονται άµεσα στην 
διαισθητική αντίληψη.  

 

                                       

Η αντίληψη ότι τους φυσικούς αριθµούς τους αντιλαµβανόµαστε 
διαισθητικά δεν µας απαλλάσσεις, βέβαια, από την ανάγκη να τους ορίσουµε. 
Το παιχνίδι της διεξαγωγής αποδείξεων απαιτεί να κάνουµε οπωσδήποτε 
κάποιες θεµελιώδεις αρχικές παραδοχές. Παρά την αρνητική εµπειρία της 
ύπαρξης (τουλάχιστον θεωρητικά αν όχι στο φυσικό περιβάλλον), όχι µόνο 
της Ευκλείδιας, αλλά και µη Ευκλειδίων γεωµετριών, οι περισσότεροι 
µαθηµατικοί των αρχών του 20ου αιώνα, πίστευαν ότι το σύστηµα των επτά 
αξιωµάτων του Peano χαρακτήριζε πλήρως και µονοσήµαντα4 την διαισθητική 
αντίληψη των µεγεθών που ονοµάζουµε «φυσικούς αριθµούς». Μέχρι το 1930 
οι περισσότεροι µαθηµατικοί πίστευαν ότι η διαισθητική αντίληψη των 
βασικών µαθηµατικών µεγεθών εξασφαλίζει την συνέπεια των αξιωµατικών 
συστηµάτων, µε τα οποία περιγράφουµε αυτά τα µεγέθη. Επίσης, πίστευαν ότι 
τα αξιωµατικά συστήµατα που είχαν κατασκευάσει εξέφραζαν πλήρως την 
διαισθητική αντίληψη των βασικών µεγεθών, και εποµένως επαρκούσαν για να 
αποφασισθεί η αλήθεια ή το ψεύδος οποιασδήποτε κατανοητής πρότασης. 
Αυτήν την διαδεδοµένη αντίληψη εξέφρασε ο David Hilbert, όταν έγραψε το 
1925: «Κάθε µαθηµατικός συµµερίζεται την πεποίθηση ότι κάθε σαφές 
µαθηµατικό πρόβληµα έχει αναγκαστικά την δυνατότητα να µπορεί λυθεί». 

 
4 Ακριβέστερα, µονοσήµαντα µέχρι ισοµορφίας. Ισόµορφα λέγονται δύο συστήµατα µεγεθών 
αν υπάρχει µεταξύ τους ένα προς ένα αντιστοιχία τόσο για τα στοιχεία τους όσο και για τις 
σχέσεις µεταξύ των στοιχείων. Τότε θεωρείται ότι παριστάνουν ουσιαστικά το ίδιο σύστηµα 
µεγεθών. Για παράδειγµα, ισόµορφες είναι οι ακολουθίες 1, 2, 3,… και 1.25, 2.50, 3.75, …, 
που µπορεί να εκφράζουν τα ίδια χρηµατικά ποσά, η πρώτη σε Ευρώ και η δεύτερη  σε 
∆ολάρια µε βάση την ισοτιµία 1' (1 ευρώ)=1.25$ µίας ορισµένης ηµέρας. 
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Υπήρχε, δηλαδή, η διάχυτη πεποίθηση ότι τα καθιερωµένα αξιωµατικά 
συστήµατα ήσαν πλήρη. 

Την ενδόµυχη αυτή πεποίθηση ήρθαν όµως να ανατρέψουν δύο σηµαντικά 
αποτελέσµατα της Μαθηµατικής Λογικής: η θεωρία των Löwenheim-Skolem 
και το θεώρηµα µη πληρότητας της Αριθµοθεωρίας του Gödel. 

 
Τα θεωρήµατα του Gödel 
  
Το 1931, λοιπόν, ο Αυστριακός Kurt Gödel δηµοσίευσε µίαν εργασία,  που 

ανέτρεψε καταρχήν την αντίληψη ότι το σύστηµα µεγεθών, που αποτελούν οι 
φυσικοί αριθµοί, µπορεί να περιγραφεί πλήρως µε ένα πεπερασµένο σύστηµα 
αξιωµάτων. Το λεγόµενο Θεώρηµα Μη Πληρότητας του Gödel λέει για κάθε 
φορµαλιστική θεωρία, που είναι επαρκής για να περιλάβει την θεωρία 
ακεραίων αριθµών, ότι αν είναι συνεπής, τότε είναι κατ’ ανάγκη µη πλήρης.  

  

                                       

Στην συνέχεια, και µε βάση αυτό το θεώρηµα, ο Gödel απέδειξε ότι ποτέ 
δεν θα µπορέσουµε να αποδείξουµε αυτοτελώς την συνέπεια ενός αρκετά 
εκτενούς συστήµατος αξιωµάτων. Πάντα θα είµαστε αναγκασµένοι να 
καταφύγουµε σε αρχές που βρίσκονται έξω από το σύστηµα που εξετάζουµε. 
Η συνέπεια οποιουδήποτε µαθηµατικού συστήµατος, που είναι αρκετά εκτενές 
για να περιλαµβάνει την αριθµητική των ακεραίων αριθµών, δεν µπορεί να 
επιβεβαιωθεί µόνο µε τις λογικές αρχές που αυτό περιλαµβάνει.  

Το δεύτερο αυτό αποτέλεσµα έκανε τον φυσικοµαθηµατικό Herman Weyl 
να πει ότι ο Θεός υπάρχει γιατί τα µαθηµατικά είναι αναµφίβολα συνεπή και ο 
∆ιάβολος υπάρχει γιατί δεν µπορούµε να αποδείξουµε την συνέπεια. 

Για να αποδείξει αυτά τα αποτελέσµατα ο  Gödel κωδικοποίησε αριθµητικά 
όλες τις προτάσεις του εκάστοτε φορµαλιστικού συστήµατος Αριθµοθεωρίας 
και έτσι το έκανε να «µιλήσει» για τον εαυτό του. Σε κάθε τύπο του 
συστήµατος που εξέταζε αντιστοίχησε, δηλαδή, έναν φυσικό αριθµό και σε 
µίαν ολόκληρη ακολουθία τύπων, που αποτελούν µίαν απόδειξη, αντιστοίχησε 
παροµοίως έναν πιο σύνθετο αριθµό5. Έτσι, προτάσεις σχετικά µε τις ιδιότητες 
των κωδικών αριθµών µπορούν να ερµηνευτούν στην καθηµερινή γλώσσα ως 
προτάσεις σχετικά µε την δοµή του αξιωµατικού συστήµατος. 

Αυτή η µη φορµαλιστική, καθοµιλουµένη, γλώσσα που µελετά, όχι µόνο 
τις ιδιότητες φυσικών αριθµών, αλλά κυρίως την δοµή αξιωµατικών 
συστηµάτων, ονοµάσθηκε «Μεταµαθηµατικά».  

Τι την διακρίνει από την γλώσσα των φορµαλιστικών αποδείξεων; 
Η γλώσσα του φορµαλισµού περιορίζεται µόνο στην σύνθεση τύπων µε 

βάση κάποιους συντακτικούς κανόνες που περιγράφονται από τα 
φορµαλιστικά αξιώµατα. Τα σύµβολα που χρησιµοποιεί σκόπιµα δεν έχουν 
νόηµα (για να αποφευχθεί ο επηρεασµός της απόδειξης από την ερµηνεία 
τους) και οι τύποι που παράγει δεν έχουν επίσης νόηµα στα πλαίσια του 
φορµαλιστικού συστήµατος.  

Αντίθετα, η γλώσσα των µεταµαθηµατικών είναι κατά βάση η 
καθοµιλουµένη, που είναι φορέας νοηµάτων. Οι προτάσεις της δεν είναι 

 
5 Μία ανάλογη κωδικοποίηση γίνεται και σήµερα σε κάθε ηλεκτρονικό υπολογιστή (Η/Υ). Οι 
τύποι µεταφράζονται πάντα σε κωδικούς αριθµούς για να υποστούν επεξεργασία, γιατί ο Η/Υ 
ξέρει να επεξεργάζεται µόνο φυσικούς αριθµούς και µάλιστα σε δυαδική µορφή. 
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σωστές ή εσφαλµένες ανάλογα µόνο µε το αν ακολουθούν ή όχι κάποιους 
συντακτικούς κανόνες. Το αν αληθεύουν ή όχι εξαρτάται και από το νόηµα 
των επί µέρους λέξεων που χρησιµοποιούνται για την κατασκευή τους.  

Το νόηµα όλων αυτών των λέξεων δεν µπορεί, όµως, να αποδοθεί µε µίαν 
αλυσίδα ορισµών, γιατί αυτό θα οδηγούσε σε έναν φαύλο κύκλο ορισµών. Για 
παράδειγµα, το φτερό µπορεί να ορισθεί ως ανατοµικό µέλος ενός πουλιού, 
αλλά, αφ’ ετέρου, το πουλί ορίζεται αναγκαστικά ως ζώο µε φτερά. Έτσι, δεν 
ξέρουµε τι είναι φτερό και τι είναι πουλί αλλά µόνο ότι είναι αλληλένδετα. Οι
ορισµοί σταµατούν, λοιπόν, κάποτε και το νόηµα  κάποιων θεµελιωδών

  
    

εννοιών θα πρέπει να πηγάζει από µίαν άµεση επίγνωσή του χωρίς λεκτικό        
ορισµό. Αυτήν την άµεση επίγνωση οι µαθηµατικοί την ονοµάζουν συνήθως      
«ενόραση» ή «διαίσθηση» (βλέπε Παράρτηµα 4).  

Οι έννοιες που περιλαµβάνονται στην γλώσσα των µεταµαθηµατικών 
ανάγονται τελικά σε «διαισθητική» κατανόηση των εννοιών «φυσικός 
αριθµός», «µοντέλο», «ερµηνεία ενός τύπου» κ.ο.κ. 

Με βάση την κωδικοποίηση των τύπων που εισήγαγε, ο Gödel έδειξε πώς 
µπορεί να κατασκευαστεί µία φορµαλιστική έκφραση G(x), που η ερµηνεία της 
στην καθοµιλουµένη γλώσσα (την γλώσσα των µεταµαθηµατικών) είναι ότι η 
πρόταση µε τον τυχαίο κωδικό αριθµό x δεν είναι φορµαλιστικά αποδείξιµη. 
Στην συνέχεια προσδιόρισε τον κωδικό αριθµό, έστω m, της G(x) και 
αντικατέστησε στην G(x) το x µε m. Κατασκεύασε, δηλαδή την πρόταση 
G(m). Η πρόταση αυτή λέει σε µεταµαθηµατική ερµηνεία ότι η πρόταση µε 
τον δικό της κωδικό αριθµό, δεν είναι φορµαλιστικά αποδείξιµη. ∆ηλαδή η 
G(m) λέει για τον εαυτό της ότι δεν είναι φορµαλιστικά αποδείξιµη. Ανακύπτει, 
λοιπόν το ερώτηµα αν αυτή η πρόταση µπορεί να αποδειχθεί φορµαλιστικά ή 
όχι.  

Αν η φορµαλιστική πρόταση G(m) µπορούσε να αποδειχθεί, τότε θα 
καταλήγαµε σε µίαν αντίφαση προς την µεταµαθηµατικη ερµηνεία της. Ούτε 
όµως η άρνηση της G(m), που γράφεται ~G(m), µπορεί να αποδειχθεί, γιατί η 
ερµηνεία της ~G(m) θα ήταν ότι η G(m) είναι, εντούτοις, αποδείξιµη. Έτσι, 
ονοµάζουµε την πρόταση G(m) «µη αποκρίσιµη», γιατί ούτε αυτή ούτε η 
άρνησή της µπορούν να αποδειχθούν. Αυτό όµως σηµαίνει ότι το 
φορµαλιστικό σύστηµα, στο οποίο ανήκει, αν είναι συνεπές, δεν θα είναι 
πλήρες. 

Αν, όµως, η G(m) δεν είναι φορµαλιστικά αποδείξιµη τότε επιβεβαιώνεται η 
µεταµαθηµατική ερµηνεία της, που λέει ακριβώς αυτό. Η αριθµητική πρόταση 
G(m) είναι, εποµένως, αληθής, παρά το ότι δεν µπορεί ναι αποδειχθεί 
φορµαλιστικά,  αφού είναι ορθή η ερµηνεία της στην µεταµαθηµατική, 
«διαισθητικά» κατασκευασµένη,  γλώσσα που µελετά την δοµή του 
φορµαλιστικού συστήµατος.  

Θα µπορούσε να νοµισθεί ότι η µη πληρότητα θα µπορούσε να αποφευχθεί 
µε προσθήκες  στις λογικές αρχές ή µε προσθήκη της παραπάνω µη 
αποκρίσιµης πρότασης στα αξιώµατα του φορµαλιστικού συστήµατος. Αλλά η 
κατασκευή µίας µη αποκρίσιµης πρότασης µπορεί να επαναληφθεί και για το 
νέο διευρυµένο σύστηµα αξιωµάτων. Με άλλα λόγια, µη αποκρίσιµες 
προτάσεις δεν µπορούν να αποφευχθούν καθόλου, ενώ η συνέπεια του 
φορµαλιστικού συστήµατος µπορεί να αποδειχθεί µόνο µε την βοήθεια 
συλλογιστικών αρχών που δεν µπορούν να «απεικονισθούν» µέσα στην 
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φορµαλιστική αριθµητική. Τα αποτελέσµατα αυτά ισχύουν για κάθε κλάδο των 
µαθηµατικών, αφού οι φυσικοί αριθµοί αποτελούν βασικά µεγέθη για όλα τα 
µαθηµατικά. Έτσι προτάσεις που δεν µπορούν ούτε να αποδειχθούν ούτε να 
απορριφθούν, υπάρχουν σε κάθε κλάδο των µαθηµατικών µε υπολογίσιµη 
πολυπλοκότητα.  

Αυτό δηµιουργεί και την ερώτηση αν µπορεί κανείς να προσδιορίσει για 
κάθε ειδική πρόταση αν µπορεί είτε να αποδειχθεί είτε να απορριφθεί από το 
δοσµένο αξιωµατικό σύστηµα. Το 1936 οι Alonso Church και Alan Turing 
έδειξαν, ανεξάρτητα ο ένας από τον άλλο, ότι δεν υπάρχει αλγόριθµος 
(συστηµατική υπολογιστική διαδικασία) που να το κάνει αυτό. Πέρα από τις 
µη αποκρίσιµες προτάσεις που κατασκευάζει ο Gödel µπορεί να υπάρχουν σε 
ένα τέτοιο φορµαλιστικό σύστηµα και άλλες µη αποκρίσιµες προτάσεις. Όµως 
δεν µπορούµε να διαπιστώσουµε εκ των προτέρων ποιες είναι µη αποκρίσιµες.  

Οι µη αποκρίσιµες προτάσεις που κατασκευάζει ο Gödel δεν είναι ξεκάθαρο 
τι σηµαίνουν ως µαθηµατικές προτάσεις, δηλαδή τι είδους µαθηµατική 
ερώτηση απαντούν, γιατί είναι περίπλοκες. Μίαν µαθηµατικά πιο ξεκάθαρη 
µορφή τέτοιων προτάσεων δίνει  ο Martin Davis [Computability and 
Unsolvability, Dover, p.229]. Οι προτάσεις αυτές αναφέρονται σε ∆ιοφαντικές 
εξισώσεις. Αυτές είναι πολυωνυµικές εξισώσεις πολλών µεταβλητών µε 
ακέραιους συντελεστές, όπως η 3x2+2y3= z4, των οποίων ζητούµε ακέραιες 
λύσεις. Ισχύει, λοιπόν, για τέτοιες εξισώσεις: 

«Σε κάθε αξιωµατοποίηση της Αριθµοθεωρίας αντιστοιχεί µία ∆ιοφαντική
εξίσωση, που δεν έχει ακέραιες θετικές λύσεις, αλλά τέτοια ώστε αυτό το
γεγονός να µην µπορεί να αποδειχθεί µε την δοσµένη αξιωµατοποίηση».  

    
    

     
Το αποτέλεσµα αυτό του Gödel έδωσε ένα θανάσιµο χτύπηµα στην 

προσπάθεια πλήρους αξιωµατοποίησης των βασικών µαθηµατικών θεωριών 
όπως είναι η Αριθµοθεωρία και η Συνολοθεωρία.  

Φαινοµενικά, το αντίτιµο της συνέπειας ενός φορµαλιστικού συστήµατος 
αξιωµάτων είναι η µη πληρότητα. Η αξία του φορµαλισµού µειώνεται επί 
πλέον από το γεγονός ότι µερικές από τις µη αποκρίσιµες προτάσεις που 
περιλαµβάνει αποδεικνύεται, εντούτοις, ότι είναι ορθές µε τους κανόνες 
συλλογιστικής των Μεταµαθηµατικών, που λαµβάνουν υπόψη, όχι µόνο την 
συντακτική δοµή των προτάσεων, αλλά και το νόηµα των χρησιµοποιούµενων 
όρων. Έτσι, ο Gödel έδειξε πως ότι είναι διαισθητικά βέβαιο εκτείνεται πέρα 
από τις φορµαλιστικές µαθηµατικές αποδείξεις, δηλαδή αποδείξεις που 
προκύπτουν από αξιωµατικά συστήµατα για την περιγραφή µαθηµατικών 
µεγεθών.  

  Θα ιδούµε όµως τώρα ότι ένα φορµαλιστικό σύστηµα έχει, παρά τις 
παραπάνω ατέλειες, πολύ µεγαλύτερο περιεχόµενο από αυτό που είναι 
«διαισθητικά» άµεσα αντιληπτό. ∆εν περιγράφει µόνο τις ιδιότητες κάποιων 
διαισθητικά αντιληπτών µεγεθών αλλά και άλλα µεγέθη εντελώς διαφορετικά. 

 
Η Θεωρία των Löwenheim και Skolem 
 
Οι έρευνες που άρχισε το 1915 ο Γερµανός  Leopold Löwenheim (1878 - 

1957) και συνεχίστηκαν, απλοποιήθηκαν και συµπληρώθηκαν από τον 
Νορβηγό Thoralf Skolem (1887-1963) σε µίαν σειρά από εργασίες από το 
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1920 ως το 1934, απεκάλυψαν νέες  αδυναµίες αλλά και δυνατότητες των 
αξιωµατικών συστηµάτων.   

Η ουσία της θεωρίας Löwenheim-Skolem είναι η εξής:    
Έστω ότι δηµιουργούµε λογικά και µαθηµατικά αξιώµατα για κάποιον 

κλάδο των µαθηµατικών. Για παράδειγµα, έστω ότι έχουµε ένα σύνολο 
αξιωµάτων για τους φυσικούς αριθµούς, όπως είναι τα αξιώµατα του Peano. 
Αυτό που επιδιώκουµε είναι το να χαρακτηρίζουν αυτά τα αξιώµατα πλήρως 
τους θετικούς ακέραιους αριθµούς και µόνο τους θετικούς ακέραιους
αριθµούς. Εντούτοις ανακαλύπτουµε, παραδόξως, ότι µπορούµε να βρούµε 
ερµηνείες των αξιωµάτων αυτών  (µοντέλα) που είναι δραστικά διαφορετικά 
από αυτούς. Έτσι, ενώ οι ΦΑ αποτελούν µίαν ακολουθία α

    

                                       

1=1, α2=2, α3=3,…  
υπάρχουν ερµηνείες του συστήµατος αξιωµάτων τους, που περιλαµβάνουν 
τόσα στοιχεία όσο το σύνολο των πραγµατικών αριθµών. Αυτοί είναι τόσο 
πολλοί ώστε δεν  µπορούν να γραφτούν ως ακολουθία (βλέπε Παράρτηµα 3). 
Υπάρχουν επίσης ερµηνείες, δηλαδή µοντέλα6, µε ακόµα µεγαλύτερα πλήθη 
στοιχείων.  
Για να τεκµηριώσει πιο άµεσα το παραπάνω αποτέλεσµα για τα αξιώµατα των 
ΦΑ, ο Skolem δηµιούργησε σε εργασίες του το 1929, 1934 και 1935 µίαν 
ερµηνεία του συστήµατος αξιωµάτων της Αριθµοθεωρίας ριζικά διαφορετική 
από το παραδοσιακό µοντέλο των ΦΑ. Έδειξε ότι όλα τα αξιώµατα που 
χαρακτηρίζουν το διατεταγµένο σύνολο των φυσικών αριθµών 1<2<3<…  
χαρακτηρίζουν και διατεταγµένα σύνολα συναρτήσεων των ΦΑ (απεικονίσεων 
των ΦΑ σε ΦΑ), όπου γράφουµε f(x)<g(x) αν η τιµή f(x) είναι µικρότερη από 
την τιµή g(x) για άπειρο πλήθος φυσικών αριθµών x. Γράφουµε, για 
παράδειγµα, x+100<x2 γιατί αυτό ισχύει για κάθε ΦΑ από το 11 και µετά. Έτσι 
µπορούµε να επεκτείνουµε την ακολουθία των ΦΑ µε τον εξής τρόπο: 

1<2<3<…<x<x+1<x+2<…<x+100<…<2x<2x+1<…<x2<x2+1<… 
<x2+x+1<…<x3< x3+1<…< 2x3+3x2+4x+5<…<x4< x4+1<… 

όπου τα 1, 2, 3, … θεωρούνται τώρα απλά συναρτήσεις µε σταθερή τιµή. 
Προφανώς, όταν συγκρίνουµε µε αυτόν τον τρόπο συναρτήσεις των ΦΑ το 

σύµβολο «<» έχει διαφορετικό από το καθιερωµένο νόηµα. Αυτό όµως δεν 
αλλάζει τίποτα στον φορµαλισµό. Τα αξιώµατα που περιλαµβάνουν αυτό το 
σύµβολο ισχύουν απαράλλακτα για το νέο σύστηµα µεγεθών. 

Το παραπάνω διατεταγµένο σύνολο πληροί όλα τα καθιερωµένα αξιώµατα 
για τους ΦΑ, αλλά δεν είναι ισόµορφο µε αυτούς. ∆εν έχει ίδια δοµή µε 
αυτούς, γιατί εδώ υπάρχουν όροι, όπως ο x και ο 2x, µεταξύ των οποίων 
παρεµβάλλονται άπειροι ενδιάµεσοι, ενώ µεταξύ δύο ΦΑ υπάρχει πάντα 
πεπερασµένο πλήθος ενδιάµεσων. Τα µέλη του ονοµάσθηκαν αργότερα 
υπερακέραιοι.  Ακόµα και επεκτάσεις του καθιερωµένου συστήµατος 
αξιωµάτων δεν αλλάζουν τίποτα, γιατί ο Skolem απέδειξε ότι εξακολουθούν να 
δέχονται µετερµηνείες όπως η παραπάνω ακόµα και αν προστεθεί ένα νέο 
αξίωµα για κάθε φυσικό αριθµό.  

Εδώ πρέπει να προσέξουµε δύο πράγµατα: 

 
6 Μοντέλο λέγεται µία ερµηνεία ενός φορµαλιστικού αξιωµατικού συστήµατος µε όρους 

και µεγέθη της καθοµιλουµένης. Το σύνολο των ακεραίων αριθµών είναι ένα µοντέλο του 
συστήµατος αξιωµάτων του Peano.   
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1. Για όλα τα ριζικά διαφορετικά συστήµατα µεγεθών, που ικανοποιούν τα 
αξιώµατα του Peano, ισχύουν, βέβαια, όλα τα θεωρήµατα που θα βρούµε σε 
ένα βιβλίο Αριθµοθεωρίας, αφού αυτά τα θεωρήµατα προκύπτουν 
αποκλειστικά από τα αξιώµατα του Peano.  

2. Οι διαφορές στο πλήθος ή την διάταξη, που έχουν τα διάφορα
παραπάνω µοντέλα, προκύπτουν από την θεώρησή τους ως συνόλων και όχι
ως ακολουθιών. Γίνονται, δηλαδή, αντιληπτές από την Συνολοθεωρία αλλά όχι
από την Αριθµοθεωρία. Το σύστηµα αξιωµάτων της Αριθµοθεωρίας παράγει
αριθµούς έναν προς έναν και όχι όλους µαζί σαν σύνολο, ούτε εξετάζει
σύνολα. 

         
       

     
      

         

       
   

   

                                       

Βλέπουµε, λοιπόν, ότι αξιωµατικά συστήµατα σχεδιασµένα για τον 
χαρακτηρισµό µίας µοναδικής κατηγορίας µαθηµατικών αντικειµένων δεν 
µπορούν να εκπληρώσουν αυτόν το σκοπό. Ενώ το θεώρηµα µη πληρότητας 
του Gödel µας λέει ότι ένα πεπερασµένο σύστηµα αξιωµάτων δεν επαρκεί για 
να αποδείξει όλα τα θεωρήµατα που ανήκουν στον κλάδο µαθηµατικών τον 
οποίο προορίζονται να καλύψουν, η θεωρία Löwenheim-Skolem µας λέει ότι 
ένα σύστηµα αξιωµάτων επιτρέπει πολλές ερµηνείες, ουσιαστικά διαφορετικές 
από εκείνη που επιδιώχθηκε. Τα αξιώµατα δεν περιορίζουν τις ερµηνείες ή τα
µοντέλα. Εποµένως, η µαθηµατική πραγµατικότητα δεν µπορεί να
ενσωµατωθεί µε µη διφορούµενο τρόπο σε αξιωµατικά συστήµατα.7 {2} 

Πρέπει να σηµειωθεί ότι τα αποτελέσµατα αυτά οδήγησαν σε πολλές 
αντιτιθέµενες ερµηνείες. Εδώ συγκρούονται κάποια βαθύτερα «πιστεύω», 
κάποιες µεταφυσικές αντιλήψεις, όπως αυτές των Πλατωνιστών µε εκείνες των 
∆ιαισθητιστών, που θεωρούν ότι οι περισσότερες µαθηµατικές αλήθειες δεν 
προϋπάρχουν, αλλά κατασκευάζονται από τους µαθηµατικούς, µέσα στα 
πλαίσια που επιτρέπει η διαισθητική αντίληψη των βασικών µαθηµατικών 
µεγεθών.  

Αυτό εξηγεί γιατί πολλοί Λογικοθεωρητικοί δεν µιλούν γι’ αυτά τα 
αποτελέσµατα, αφού δυσκολεύονται να τα ερµηνεύσουν. Υπάρχουν κάποιοι 
που δέχονται τα θεωρήµατα του Gödel, αλλά προσπαθούν να παραβλέψουν 
εκείνα του Skolem, πιστεύοντας ότι τελικά υπάρχει µία µονοσήµαντη, 
διαισθητικά γνωστή, αριθµητική πραγµατικότητα, έστω και αν χρειάζονται 
άπειρα αξιώµατα για να περιγραφτεί. Πιστεύουν ότι η µόνο η συντακτική 
συνέπεια ενός φορµαλιστικού συστήµατος δεν εξασφαλίζει ότι αυτό «έχει 
νόηµα». Όµως ένα θεώρηµα του Leon Henkin λέει ότι, αν µία φορµαλιστική 
θεωρία (µε κατηγορηµατική λογική πρώτης βαθµίδας) είναι συνεπής, τότε έχει 
οπωσδήποτε ένα µοντέλο πεπερασµένο ή ισοπληθές µε τους ΦΑ. Αυτό 
σηµαίνει ότι περιγράφει κάποιου είδους «µαθηµατική πραγµατικότητα».  

 
Τι είναι η διαισθητική αντίληψη των µαθηµατικών 
 

 
7 Μονοσήµαντη ερµηνεία έχουµε αν ενσωµατώσουµε στα αξιώµατα Peano την 

κατηγορηµατική λογική 2ης  βαθµίδας, που εξετάζει ιδιότητες ιδιοτήτων των ΦΑ, αντί για 
την κατηγορηµατική λογική 1ης βαθµίδας, που εξετάζει µόνο ιδιότητες (κατηγορήµατα) των 
ΦΑ. Αλλά σε αυτήν την περίπτωση δεν υπάρχει µέθοδος να παραχθούν συντακτικά 
όλες οι προτάσεις σχετικά µε ΦΑ. 
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Το γεγονός ότι οι ερµηνείες αξιωµατικών συστηµάτων, που καλύπτονται 
από το θεώρηµα Löwenheim-Skolem είναι ριζικά διαφορετικές µας λέει 
ουσιαστικά ότι µε τα καθιερωµένα αξιώµατα, π.χ. της Αριθµοθεωρίας, 
περιγράφουµε άπειρες κατηγορίες ριζικά διαφορετικών µεταξύ τους µεγεθών. 
Για κάθε τέτοια κατηγορία µεγεθών ισχύουν, βέβαια, πρόσθετα αξιώµατα που 
τις διαφοροποιούν µεταξύ τους. Έτσι µπορούµε να φτιάξουµε πολλές 
Αριθµοθεωρίες ή Συνολοθεωρίες.  

Τι σηµαίνει, όµως, αυτό το αποτέλεσµα;  
Ορισµένοι µαθηµατικοί, όπως ο Gödel, είναι Πλατωνιστές. Πιστεύουν, 

δηλαδή, ότι υπάρχει µόνο µία βασική πραγµατικότητα στα µαθηµατικά, αυτή 
που είναι διαισθητικά αντιληπτή. Όλες οι άλλες ερµηνείες αξιωµατικών 
συστηµάτων τους φαίνονται επίπλαστες και χωρίς ουσιαστικό νόηµα. Αυτή η 
αντίληψη παραβλέπει όµως ότι κατά καιρούς η διαισθητική µας αντίληψη για 
το τι είναι αριθµός επεκτείνεται, όπως έγινε µε την δηµιουργία των µιγαδικών 
αριθµών. Παρόµοια, οι υπερακέραιοι  του Skolem οδήγησαν τον Abraham 
Robinson στην δηµιουργία των υπερπραγµατικών αριθµών και της Μη 
Συµβατικής Ανάλυσης

 

        
   

                                       

8. 
Τα αρχικά αξιωµατικά συστήµατα δεν είναι αυθαίρετα κατασκευασµένα, 

αλλά περιγράφουν φορµαλιστικά την διαισθητική µας αντίληψη για τα 
µαθηµατικά µεγέθη. Όµως είναι λάθος να θεωρούµε ότι αυτή η διαισθητική
αντίληψη είναι πλήρης και περιγράφει µίαν µονοσήµαντη πραγµατικότητα.  

Σύµφωνα µε την Αναπτυξιακή Ψυχολογία9, δεν είναι οι έννοιες έµφυτες 
στον άνθρωπο, αλλά η ικανότητα να τις δηµιουργεί σταδιακά. Έτσι, και η 
διαισθητική µας αντίληψη έχει τα όριά της. ∆εν µπορεί να αποκλεισθεί ότι 
περισσότερα από ένα µοντέλα ή ερµηνείες ενός αξιωµατικού συστήµατος 
µπορούν να έχουν χρησιµότητα. 

Η ίδια η διαισθητική αντίληψη της γεωµετρίας του χώρου ή των αριθµών 
δεν ανταποκρίνεται στην φυσική πραγµατικότητα αλλά µόνο την προσεγγίζει. 
∆εν πρέπει να ξεχνούµε ότι η θεωρία της Σχετικότητας του Albert Einstein 
ανέτρεψε τόσο την Πλατωνική όσο και την Καντιανή αντίληψη για το τι είναι 
χώρος και χρόνος. Χώρος και χρόνος είναι πια αλληλοεξαρτώµενα και όχι 
ανεξάρτητα µεταξύ τους µεγέθη, ο δε χωροχρόνος έχει µη Ευκλείδια 
γεωµετρία τεσσάρων διαστάσεων10. Αυτό σηµαίνει ότι η έννοια χώρου της 
Φυσικής δεν ανταποκρίνεται πια στην έννοια χώρου της καθηµερινής ζωής, 
που ο Πλάτων θεωρούσε ότι πηγάζει από κάποια  άϋλη και αιώνια ιδέα του 
χώρου. Παρόµοια, οι οποιεσδήποτε a priori ενοράσεις ή διαισθήσεις χώρου και  
χρόνου της σκέψης µας δεν ανταποκρίνονται στον χωροχρόνο της σύγχρονης 
Φυσικής, δηλαδή της Φύσης όπως την βλέπουµε σήµερα. 

 
8 Του έδωσαν την ιδέα ότι, αν ορίσουµε τα αντίστροφα εκείνων των υπερακεραίων, που 
βρίσκονται πέρα από την αρχική ακολουθία των ΦΑ, τότε αυτά θα πρέπει να θεωρηθούν ως 
διαφορετικά µεταξύ τους αυτοτελή απειροστά. 
9 Η Αναπτυξιακή Ψυχολογία (Developmental Psychology) µελετά τα στάδια της νοητικής 
ανάπτυξης των παιδιών διαχρονικά αρχίζοντας από την βρεφική ηλικία. Ξεκίνησε από τον 19ο 
αιώνα, αλλά αναπτύχθηκε κυρίως τον 20ο αιώνα αρχικά από τους Γερµανούς Clara & William 
Stern και αργότερα από τον Ελβετό Jean Piaget (1896-1980).  
10 Ενδέχεται µάλιστα, η γεωµετρία του Χωροχρόνου να έχει µεταβλητή καµπυλότητα από 
περιοχή σε περιοχή, πράγµα που σηµαίνει ότι αλλού µπορεί να ισχύει µία γεωµετρία κατά 
Riemann και αλλού µία κατά Lobatschewsky. 
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Στην πραγµατικότητα, η Αναπτυξιακή Ψυχολογία έχει διαπιστώσει ότι οι 
βασικές έννοιες χώρου, χρόνου, ποσού, ποσότητας, κ.ο.κ. σχηµατίζονται, 
δηλαδή εξελίσσονται, σταδιακά στον νου του παιδιού µε βάση  την εµπειρία 
της καθηµερινής ζωής σε διάστηµα 10-12 ετών. Έτσι µε κανέναν τρόπο δεν 
έχουν σχέση µε τα συµπεράσµατα της σύγχρονης φυσικής που βασίζονται σε 
µετρήσεις εξαιρετικής ακριβείας και λεπτά πειράµατα. Μην ξεχνάµε ότι επί 
χιλιετίες οι άνθρωποι πίστευαν ότι η Γη είναι ουσιαστικά επίπεδη και όχι 
σφαιρική. ∆εν υπάρχουν ούτε ιδεατές έννοιες χώρου και χρόνου, ούτε a priori 
ενοράσεις χώρου και χρόνου. 

Ειδικά η έννοια του φυσικού αριθµού δεν φαίνεται να προκύπτει από την, 
δυσκολότερη από αυτήν για τα παιδιά, έννοια του χρόνου αλλά από άµεση 
αντιστοίχιση αντικειµένων προς τα δάκτυλα ενός ή δύο χεριών. Είναι 
χαρακτηριστικό ότι πρωτόγονοι λαοί χρησιµοποιούν αυτό το σύστηµα για να 
µετρήσουν και δυσκολεύονται να µετρήσουν πέρα από το 10 ή 20. Ακόµα και 
η αρχική Χαλκιδική-Κυµαϊκή11 γραφή των αριθµών, που υιοθετήθηκε από τους 
Λατίνους: Ι, ΙΙ, ΙΙΙ, ΙΙΙΙ, V, VI, VII, VIII, VIIII, X, παραπέµπει στα δάκτυλα 
των χεριών, όπου το V αντιστοιχεί σε µία παλάµη και το Χ σε δύο παλάµες 
(αργότερα το σύµβολο ΙΙΙΙ αντικαταστάθηκε µε IV και το VIIII µε IX). 

 
Η Αδυναµία Φορµαλιστικού Καθορισµού των Νοηµάτων 
 
Η δηµιουργία φορµαλιστικών αξιωµατικών συστηµάτων συνοδευόταν 

αρχικά από την πεποίθηση ή προσµονή ότι ένα τέτοιο σύστηµα θα µπορούσε 
να χαρακτηρίσει µονοσήµαντα τα µεγέθη που υπεισέρχονται σε αυτό. Αν αυτή 
η προσµονή επαληθευόταν θα σήµαινε ότι µπορούµε να ορίσουµε 
τουλάχιστον τις µαθηµατικές έννοιες φορµαλιστικά και έτσι να 
κατασκευάσουµε και µίαν µηχανή που να τις «καταλαβαίνει». Όµως αυτό δεν 
είναι εφικτό, όπως απέδειξαν τα θεωρήµατα των Gödel και Löwenheim-
Skolem. Ο φορµαλιστικός καθορισµός των εννοιών µόνο µε βάση τις λογικές 
αλληλουχίες που υπάρχουν µεταξύ τους, δεν  µπορεί να πετύχει. Αυτό βάζει 
ανυπέρβλητα εµπόδια στην προσπάθεια αναπαραγωγής της σκέψης, µε 
καθαρά αλγοριθµική (µηχανική) επεξεργασία τύπων12.   

Αν ο ανθρώπινος νους δεν είχε µίαν άλλη, ευρύτερη, αντίληψη για τις 
µαθηµατικές έννοιες από αυτήν που περιλαµβάνει το αξιωµατικό σύστηµα, δεν 
θα έπρεπε να διαφέρει στα µαθηµατικά από έναν Η/Υ. Όµως, ο νους µας 
διαφέρει πράγµατι από έναν Η/Υ, γιατί είναι ο χειριστής της, πολύ ευρύτερης 
από τον φορµαλισµό, γλώσσας των Μετα-µαθηµατικών, δηλαδή της γλώσσας 
των διαισθητικών ερµηνειών ή µοντέλων. 

Ο νους µας έχει µίαν ευρύτερη αντίληψη για τις µαθηµατικές έννοιες, γιατί 
τείνει να τις εποπτικοποιεί αντί να τις ανάγει σε κάποιον φορµαλισµό. Συνέπεια 
τούτου είναι, όπως είδαµε, ότι ασυναίσθητα µπαίνουν σε αυτές και ιδιότητες 
που δεν περιλαµβάνει ο φορµαλισµός. Πόσες και ποιες ιδιότητες 
παρεισφρύουν έτσι  εξαρτάται από τον τρόπο µε τον οποίο εποπτικοποιούµε. 
                                        
11 Η Κύµη (Cumae) ήταν αποικία των Χαλκιδέων στην Ιταλία παραλιακά, 30 χλµ. βόρεια της 
Νεάπολης. Από αυτήν πήραν οι Ετρούσκοι και αργότερα οι Λατίνοι το Χακιδικό αλφάβητο.  
12 Ανοικτή παραµένει µόνο η δυνατότητα αναλογικής (µη ψηφιακής) αναπαραγωγής της 
σκέψης µε δηµιουργία «κιναισθητικών σχηµάτων» και κατοπινή ενσωµάτωσή τους σε λεκτικές 
εκφράσεις. 
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Αυτή η ιδιαιτερότητα του νου, που συχνά δηµιουργεί προβλήµατα στις 
αποδείξεις, προσφέρει όµως την δυνατότητα δηµιουργίας νέων εννοιών µέσα 
από νέες εποπτικοποιήσεις.  Πρέπει να συνειδητοποιήσουµε ότι ο τρόπος που 
σκεπτόµαστε είναι αναλογικός παρά φορµαλιστικός, δηλαδή αναγόµενος σε 
µηχανική επεξεργασία συµβόλων.  

Ξέρουµε, λοιπόν, καλύτερα από έναν Η/Υ τι είναι, για παράδειγµα, φυσικός 
αριθµός;  

Η απάντηση είναι «ναι» και «όχι». «Ναι», αν αναφερόµαστε στην 
διαισθητική κατανόηση αυτής της  έννοιας. «Όχι», αν δεχόµαστε ως ουσιώδεις 
όλες τις δυνατές ερµηνείες, όλα τα δυνατά µοντέλα ενός αξιωµατικού 
συστήµατος.  

Αφ’ ενός µεν οι διαισθητικές µας έννοιές έχουν ευπλαστότητα και 
επιτρέπουν την δηµιουργία διαφόρων παραλλαγών και επεκτάσεων (π.χ. τους 
γκαουσιανούς ακέραιους µε ,inm + 1−=i  και n, m ακέραιους, ή γενικότερα, 

αλγεβρικούς ακέραιους knm + µε m, n, k ακέραιους13). Αφ’ ετέρου, όµως, για 
οποιοδήποτε σύστηµα αξιωµάτων των ΦΑ υπάρχουν άπειρα συστήµατα 
µεγεθών, που δεν είναι ΦΑ, αλλά ικανοποιούν τα ίδια αξιώµατα. Αυτά τα 
συστήµατα µεγεθών δυσκολευόµαστε πολύ να τα  καταλάβουµε, αν δεν 
έχουµε κάποιο αριθµητικό µοντέλο γι’ αυτά, σαν αυτό που κατασκεύασε ο 
Skolem, γιατί αντίκεινται στην διαισθητική µας αντίληψη.  

∆εν κατανοούµε καλύτερα από τον Η/Υ τι είναι φυσικοί αριθµοί, γιατί αυτοί 
δεν µπορούν να ορισθούν µονοσήµαντα. Μπορούµε όµως να χειριστούµε µε 
µεγαλύτερη ελευθερία την αρχική διαισθητική αντίληψή τους, επεκτείνοντάς 
τους µε διαφόρους τρόπους και µπορούµε να δηµιουργήσουµε καινούργια 
µοντέλα, καινούργιες ερµηνείες ενός αξιωµατικού συστήµατος. 

Οι µαθηµατικοί, λοιπόν, δεν µπορούν να λειτουργήσουν χωρίς την 
διαίσθηση, ενώ οι ψυχολόγοι (µε εξαίρεση τον Carl Gustav Jung14) φαίνονται 
να προσπαθούν να αποφύγουν την έννοια «διαίσθηση». Ένα τόσο σηµαντικό 
φαινόµενο, όπως η ύπαρξη της µαθηµατικής διαίσθησης και γενικότερα της 
επιστηµονικής διαίσθησης, αγνοείται παντελώς από την σύγχρονη ψυχολογία.  
 
Αναπτυξιακός Καντισµός 
 
Πού µας οδηγεί η µη πληρότητα και πολυσηµία των αξιωµατικών 

συστηµάτων; 
Αυτό, που σίγουρα δεν προκύπτει, είναι ότι µπορούµε να παραβλέψουµε 

τις υπαγορεύσεις κάποιας αρχικής «διαίσθησης». ∆εν έχει νόηµα να 
κατασκευάζουµε αυθαίρετα αξιωµατικά συστήµατα, δηλαδή τυχόντες 
φορµαλιστικούς κανόνες. Τα αξιωµατικά µας συστήµατα πρέπει να έχουν για 
µας κάποιο νόηµα, δηλαδή να συµβαδίζουν µε κάποια διαισθητική αντίληψη 
για κάποια µεγέθη. Γι αυτό, ακόµα και αν ξεφεύγουµε από τις κλασσικές 
θεωρίες, χρειαζόµαστε κλασσικά µοντέλα τους για να τις κατανοήσουµε, όπως 
για τις µη Ευκλείδιες γεωµετρίες κατασκευάζουµε Ευκλείδια µοντέλα τους.  

                                        
13 Βλέπε D. E. Littlewood: Στοιχειώδης Εισαγωγή στα Ανώτερα Μαθηµατικά, Κάτοπτρο. 
14 Ο Jung θεωρεί ότι οι λειτουργίες του συνειδητού µέρους του νου είναι τέσσερις: αίσθηση, 
διανόηση, διαίσθηση και συναίσθηµα.  
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Παρόλα αυτά, δεν είναι ξεκάθαρο µέχρι που πρέπει να υπακούσουµε στις 
υπαγορεύσεις της διαίσθησης. Οι Πλατωνιστές, όπως ο Gödel, πιστεύουν ότι 
υπάρχει µία µονοσήµαντη βασική «διαίσθηση» των εννοιών «φυσικός 
αριθµός» και «σύνολο» και ότι ορισµένες παραλλαγές των αξιωµατικών 
συστηµάτων είναι χωρίς ουσιαστικό νόηµα. Άλλοι, όµως, όπως ο Abraham 
Robinson, δεν θέλουν να παραιτηθούν από όλες αυτές τις παραλλαγές ή και 
την πολλαπλότητα ερµηνειών ενός συστήµατος.  

Ο Πλατωνισµός και ο Καντισµός δεν συµβιβάζονται, όπως είδαµε, µε την 
σύγχρονη Φυσική. Πιο σωστή φαίνεται να είναι µία παραλλαγή των 
αντιλήψεων του Kant, που θα µπορούσε να ονοµασθεί «Αναπτυξιακός  
Καντισµός» (Developmental Kantism): Οι κατηγορίες της σκέψης δεν είναι εξ 
ολοκλήρου a priori δοσµένες, δηλαδή έµφυτες, αλλά δηµιουργούνται 
σταδιακά κατά την ανάπτυξη του παιδιού. Αυτό όµως δεν γίνεται αυθαίρετα, 
αλλά µε βάση τις έµφυτες δυνατότητες λειτουργίας και αντίληψης του 
ανθρώπινου οργανισµού σε συνδυασµό µε την επιρροή του φυσικού και 
κοινωνικού περιβάλλοντος. Αυτή η αντίληψη επιτρέπει στο εννοιακό µας 
σύστηµα να έχει ευπλαστότητα και προσαρµοστικότητα. ∆ίνει, δηλαδή, στον 
νου την δυνατότητα να δηµιουργεί διάφορες παραλλαγές εννοιών. Έτσι, a 
priori δεν είναι δοσµένες κάποιες έννοιες, αλλά οι τάσεις σχηµατισµού και 
εξέλιξής τους µε βάση την εµπειρία. 

Αυτές οι τάσεις διαµόρφωσης των εννοιών οφείλονται καθαρά στην 
βιολογική µας υπόσταση, δηλαδή στις βιολογικές µας δυνατότητες και 
λειτουργίες. Όπως εξήγησε εύστοχα ο Henri Poincaré, η ύπαρξη στερεών 
αντικειµένων σε έναν τρισδιάστατο χώρο µπορεί να γίνει κατανοητή µόνο από 
έναν κινούµενο παρατηρητή15. Αποκτούµε την αίσθηση ότι ένα κινούµενο 
σώµα έχει σταθερό σχήµα µόνο αν µπορούµε να αποκαταστήσουµε την 
αρχική του όψη µεταβάλλοντας κατάλληλα την θέση µας ως προς αυτό. Από 
την άλλη πλευρά, η αρχική µας αντίληψη του χρόνου βασίζεται στην 
συναίσθηση  (την εσωτερική µας αίσθηση) της βιολογικής µας εξέλιξης  και 
στην σειριακή καταγραφή των εµπειριών µας στην µνήµη (Νέες µνήµες, νέες 
γνώσεις, καταγράφονται πάντα µε την βοήθεια παλαιοτέρων, όπως τα κλαδιά 
ενός δέντρου ξεφυτρώνουν από τον κορµό ή από παλαιότερα κλαδιά). Τέλος, 
η τάση για αναζήτηση αιτιωδών σχέσεων οφείλεται, προφανώς, στο ότι η 
µνήµη καταγράφει νέες εµπειρίες δηµιουργώντας συνειρµούς µε 
προγενέστερες που συγγενεύουν ή σχετίζονται µε αυτές (Αυτό αντιστοιχεί µε 
την δηµιουργία συνάψεων στους νευρώνες).  

  
Βιβλιογραφία: 

 
1. Morris Kline: Mathematics. The Loss of Certainty, Oxford, 1980. 
2. Bryan Bunch, Mathematical Fallacies and Paradoxes, Dover 1997. 
3. P.J.Davis-R.Hersh: Η Μαθηµατική Εµπειρία, Τροχαλία. 

 
Παράρτηµα 1: Ευκλείδιο Μοντέλο µίας µη Ευκλείδιας Γεωµετρίας 
 

                                        
15 Βλέπε Henri Poincaré: Η Αξία της Επιστήµης, Κάτοπτρο, 1997, σελ.71-72. 
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Είναι δυνατό να είναι «σωστή» µία γεωµετρία όπου το Ευκλείδιο αξίωµα 
των παραλλήλων αντικαθίσταται, για παράδειγµα,  µε την πρόταση ότι δεν 
µπορούν να υπάρξουν στο επίπεδο παράλληλες (δηλαδή, µη τεµνόµενες) 
ευθείες; 

Εδώ πρέπει να διευκρινισθεί ότι δεν µας ενδιαφέρει καταρχήν αν αυτή η 
γεωµετρία επαληθεύεται µε φυσικές παρατηρήσεις, αλλά µόνον αν έχει 
εσωτερική λογική συνέπεια. Το ζητούµενο δεν είναι αν το άθροισµα των 
γωνιών ενός γεωδαιτικού τριγώνου είναι ή δεν είναι δύο ορθές, αλλά αν οι 
προϋποθέσεις αυτής της γεωµετρίας είναι λογικά συνεπείς µεταξύ τους. 
Επίσης, δεν εξετάζουµε τις εποπτικές παραστάσεις που συνδέουµε µε αυτές 
τις προτάσεις αλλά µόνο την εσωτερική τους λογική αλληλουχία, δηλαδή το 
αν είναι συµβατές µεταξύ τους ή οδηγούν σε λογικές αντιφάσεις.  

Για την παραπάνω µη Ευκλείδια γεωµετρία του επιπέδου διαπιστώνουµε, 
λοιπόν, ότι υπάρχει ένα πολύ απλό Ευκλείδιο µοντέλο. Αρκεί µόνο να 
µετονοµάσουµε κάποιες γεωµετρικές έννοιες. Προφανώς, η συνέπεια ή µη του 
συστήµατος αξιωµάτων δεν θα έπρεπε να εξαρτάται από το τι ονόµατα 
δίνουµε στα διάφορα µεγέθη.  

Ένα τέτοιο µοντέλο, που έχει προτείνει ο Bernhard Riemann, συνίσταται 
από µίαν σφαίρα που ο νότιος πόλος της ακουµπά επάνω σε ένα επίπεδο, ενώ 
ο βόρειος είναι ελεύθερος. ∆ηµιουργούµε αντιστοιχίες µεταξύ σηµείων του 
επιπέδου και σηµείων της σφαίρας µε το να φέρουµε από τον βόρειο πόλο της 
σφαίρας µίαν ακτίνα που φθάνει στο εκάστοτε σηµείο του επιπέδου. Αυτή η 
ακτίνα διαπερνά την σφαίρα σε κάποιο σηµείο, που το θεωρούµε ως το 
«νεοσηµείο»  που αντιστοιχεί στο σηµείο του επιπέδου. Τα νεοσηµεία που 
αντιστοιχούν σε µίαν ευθεία του επιπέδου είναι τότε κύκλοι που περνούν από 
τον βόρειο πόλο της σφαίρας. Οι κύκλοι αυτοί είναι τοµές της σφαίρας µε το 
επίπεδο που ορίζεται από την δοσµένη ευθεία και τον βόρειο πόλο της 
σφαίρας.  Αυτούς τους κύκλους τους ορίζουµε ως «νεοευθείες» και έχουµε 
έτσι µίαν πλήρη µη Ευκλείδια γεωµετρία. 

Σε αυτό το νεοεπίπεδο (την σφαίρα) διαπιστώνουµε, ότι δεν υπάρχουν 
νεοευθείες που να µην τέµνονται. Επαληθεύεται, δηλαδή η παραπάνω µη 
Ευκλείδια εκδοχή του αξιώµατος περί παραλλήλων. Κατά τα άλλα ισχύουν τα 
γνωστά αξιώµατα της γεωµετρίας. 

Τι σηµαίνει αυτό; Προφανώς, η νέα µας γεωµετρία είναι τόσο συνεπής όσο 
η Ευκλείδια γεωµετρία. Αν η µία είναι συνεπής τότε και η άλλη είναι συνεπής. 
Αν η µία έχει λογικές αντιφάσεις τότε και η άλλη έχει τέτοιες αντιφάσεις.  

 
Παράρτηµα 2: Τα αξιώµατα των Dedekind-Peano και εκείνα του 

Skolem: 
 
Τα αξιώµατα Dedekind-Peano σε συµβολική γραφή είναι τα παρακάτω Ν1 

ως Ν7. Εδώ τα σύµβολα έχουν το εξής νόηµα: x’ είναι ο επόµενος του x, "x 
σηµαίνει «για όλα τα x», ~Σ σηµαίνει «δεν ισχύει η σχέση Σ», ΠØΡ σηµαίνει 
«από την σχέση Π έπεται η Ρ», Π&Ρ σηµαίνει ισχύουν τόσο η σχέση Π όσο και 
η Ρ, και P(x) συµβολίζει το ότι η πρόταση Ρ ισχύει για τον αριθµό x: 
N1. "x~(x’=0), N2. "x"y(x’=y’Øx=y),  N3. "x(x+0=x), N4. x"y(x+y’=(x+y)’), 
N5. "x(x0=0), N6. "x"y(xy’=xy+x), N7. P(0)&"x(P(x) ØP(x’)) Ø"xP(x). 
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Εδώ το Ν1 σηµαίνει ότι το 0 δεν έχει προηγούµενο αριθµό, το Ν2 ότι, αν οι 
επόµενοι δύο αριθµών είναι ίσοι, τότε είναι ίσοι και οι αρχικοί αριθµοί. Τα 
Ν3,Ν4 ορίζουν την πρόσθεση, τα Ν5,Ν6 τον πολλαπλασιασµό, και το Ν7 είναι 
το αξίωµα πλήρους επαγωγής. 

Ο Skolem χρησιµοποίησε την ακόλουθη παραλλαγή αυτών των αξιωµάτων 
όπου ξεκινά από το 1 αντί το 0 (Εδώ τα απλοποιούµε κάπως παραλείποντας 
τον φορµαλισµό): 

(1) Οι φυσικοί αριθµοί είναι γραµµικά διατεταγµένοι µέσω της σχέσης ‘<’.  
(2) Υπάρχει ένας µικρότερος αριθµός, ο 1. 
(3) Για κάθε αριθµό x υπάρχει ένας αµέσως µεγαλύτερος, ο x+1.  
(4) Υπάρχει µία πράξη ‘+’, η πρόσθεση, που ορίζεται µε την αναδροµική 

σχέση x+(y+1)=(x+y)+1. 
(5) Υπάρχει µία πράξη, ο πολλαπλασιασµός, που ορίζεται µε την 

αναδροµική σχέση x(y+1)=xy+x. 
(6) Αρχή της Επαγωγής: Αν µία πρόταση, Ρ(x), που αναφέρεται σε 

φυσικούς αριθµούς x, ισχύει για x = 1 και από την ισχύ της για x=k έπεται ότι 
ισχύει και για x=k+1, τότε έπεται ότι η πρόταση ισχύει για όλους τους ΦΑ x.  

 
Παράρτηµα 3 : Γιατί οι πραγµατικοί αριθµοί του διαστήµατος [0,1] 

υπερβαίνουν σε πλήθος τους φυσικούς αριθµούς 
 
Αυτό το απέδειξε ο Georg Cantor µε εις άτοπον απαγωγή: Έστω ότι σε 

κάθε πραγµατικό αριθµό από το [0,1), δηλαδή σε κάθε δεκαδικό αριθµό µε 
ακέραιο µέρος 0, όπως ο 0,3241597683…, αντιστοιχεί ένας φυσικός αριθµός. 
Τότε µπορούµε να γράψουµε όλους τους αυτούς τους πραγµατικούς σε έναν 
πίνακα µε την σειρά της αντιστοιχίας τους προς του ΦΑ: 

1¨0,α11α12α13…. 
2¨0,α21α22α23…. 
… 
ν¨0,αν1αν2αν3…. 
… 

όπου ανκ είναι το κ δεκαδικό ψηφίο του νιοστού πραγµατικού αριθµού (ο ανκ 
είναι, δηλαδή, ένας ακέραιος από 0 ως 9).  

Υποτίθεται ότι όλοι οι πραγµατικοί του [0,1) θα έπρεπε να βρίσκονται σε 
αυτόν τον πίνακα. Εντούτοις, υπάρχουν άπειροι πραγµατικοί αριθµοί του [0,1) 
που δεν περιλαµβάνονται σε αυτόν.  

Κάθε αριθµός της µορφής: 0,β1β2β3… όπου β1∫α11, β2∫α22, β3∫α33,…, 
δηλαδή βκ∫ακκ, δεν ανήκει στον πίνακα, γιατί διαφέρει ως προς κάποιο ψηφίο 
του από κάθε δεκαδικό αριθµό που βρίσκεται στον πίνακα. ∆ιαφέρει από τον 
πρώτο στο πρώτο του ψηφίο, από τον δεύτερο στο δεύτερό του ψηφίο, και 
γενικά από τον κ δεκαδικό του πίνακα διαφέρει στο κ ψηφίο του. Έτσι, το 
σύνολο R[0,1) των πραγµατικών αριθµών του διαστήµατος [0,1) έχει 
οπωσδήποτε µεγαλύτερο πλήθος στοιχείων από το σύνολο Ν των φυσικών 
αριθµών. { Ως εδώ η έκταση του κειµένου είναι 6010 λέξεις, χωρίς όµως τις υποσηµειώσεις} 

 
Παράρτηµα 4: Οι βιολογικοί µηχανισµοί πίσω από την διαισθητική 

αντίληψη.  {Έχει επεκταθεί σε σχέση µε το αντίστοιχο του 3Αξιωµατικά Συστήµατα.doc} 
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Τι µπορεί να είναι η µη λεκτική επίγνωση µίας έννοιας, που ονοµάσαµε 
«διαίσθηση»;  

Κατά την γνώµη µου βασίζεται σε κιναισθητικά (ή αισθησιοκινητικά) 
(sensori-motor) «σχήµατα» δράσης-αντίδρασης προς εξωτερικά ερεθίσµατα, 
όπως τα ονοµάζει ο Piaget, δηλαδή στερεότυπες κιναισθητικές διαδικασίες που 
αρχίζουµε να αποκτούµε ήδη από την πρώτη βρεφική ηλικία. Τέτοια 
«κιναισθητικά σχήµατα» αρχίζουν µε ορισµένες βιολογικά δοσµένες 
ανακλαστικές κινήσεις που σταδιακά µορφοποιούνται σε οργανωµένα σύνολα 
και συντονίζουν την όραση µε τις κινήσεις των χεριών για να πιάσουµε κάτι  
και, για παράδειγµα, να το φέρουµε στο στόµα δοκιµάζοντας την υφή του (αν 
είναι µαλακό ή σκληρό, ζεστό ή κρύο, πικρό ή αλµυρό ή γλυκό κ.ο.κ.). Τα 
κιναισθητικά αυτά σχήµατα περιέχουν τις αρχικές γνώσεις που έχει το βρέφος 
για την ύπαρξη και την υφή των αντικειµένων, τον χώρο, τον χρόνο και την 
έννοια της αιτιότητας (Βλέπε [Στέλλα Βοσνιάδου: Σκέψη, Κείµενα Εξελικτικής 
Ψυχολογίας, Gutenberg, 1999, σελ.16]). Οι έννοιες αυτές είναι εξαιρετικά 
ατελείς και υποτυπώδεις. Για παράδειγµα, ο χώρος του µωρού δεν είναι κατά 
κανέναν τρόπο µία αφηρηµένη έννοια, αλλά µία ατελής αίσθηση του 
περιβάλλοντος χώρου χωρισµένου σε έναν οπτικό και έναν κινητικό-απτικό 
άµεσα περιβάλλοντα χώρο, που σταδιακά συντίθενται σε ένα ενιαίο σύνολο 
στον βαθµό που το παιδί µαθαίνει να συντονίζει την όραση µε την κίνηση των 
χεριών και την αφή.  Τέτοια κιναισθητικά σχήµατα καθορίζουν, προφανώς, και 
τους αυτοµατισµούς που καθοδηγούν ασυνείδητα τα δάκτυλά µας προς τα 
πλήκτρά του Η/Υ όταν γράφουµε ή συντονίζουν την στάση και τις κινήσεις 
των µατιών και του σώµατος όταν ποδηλατούµε ή όταν οδηγούµε. Βασικό 
τους χαρακτηριστικό είναι ότι είναι, όπως και η διαίσθηση, ασυνείδητα και µη
λεκτικά εκφράσιµα. ∆εν µπορούµε να µεταφέρουµε σε κάποιον λεκτικά την 
γνώση του πώς να ισορροπεί επάνω σε ένα ποδήλατο. Επίσης δεν απαιτούν 
κανενός είδους λογική επεξεργασία. Αποτελούν µάλλον συστήµατα 
αναδράσεως, που συντονίζουν π.χ. τα µάτια και το χέρι για να καταλήξει στο 
κατάλληλο πλήκτρο του Η/Υ. 

 
 

Εντούτοις, φαίνεται σε πολλούς αµφίβολο αν τέτοια κιναισθητικά 
σχήµατα συµπεριφοράς µπορούν να αποτελέσουν το θεµέλιο της γλώσσας. 
Ο ίδιος ο Piaget δεν το κατανόησε! Έτσι εφηύρε την ιδέα ότι σταδιακά 
αναδύεται στον νου µία νέα λειτουργία, η λειτουργία συµβολοποίησης και 
αυτή δηµιουργεί την γλώσσα. Όµως εγώ πιστεύω ότι η λειτουργία αυτή είναι 
παρούσα εξ αρχής, γιατί τα αποκτώµενα µε κάποια δραστηριότητα 
κιναισθητικά σχήµατα εφαρµόζονται σύντοµα αδιακρίτως οπουδήποτε 
µπορούν να ταιριάξουν. Συλλαµβάνουµε την πραγµατικότητα µε την βοήθεια 
των ήδη διαθέσιµων κιναισθητικών σχηµάτων. Έτσι ανακαλύπτουµε αφανείς 
(και ασυνείδητες για µας) συγγένειες µεταξύ των αντικειµένων και 
µαθαίνουµε να υποκαθιστούµε το ένα µε κάποιο άλλο αν χρειαστεί.  Για 
παράδειγµα, το παιδί βυζαίνει αρχικά τον µαστό της µητέρας του, αλλά 
σύντοµα βυζαίνει αδιακρίτως και πολλά άλλα αντικείµενα δοκιµάζοντας έτσι 
τις ιδιότητές τους.  

Αντί για µία νέα λειτουργία συµβολοποίησης έχουµε, κατά την γνώµη µου, 
µόνο µία νέα λειτουργία σήµανσης, δηλαδή ονοµατοδοσίας, που εµφανίζεται 
γύρω στον 18ο µήνα της ζωής παράλληλα µε την έναρξη ταχείας ανάπτυξης 
των γλωσσικών κέντρων του εγκεφάλου (που είναι στους περισσότερους 
ανθρώπους ο φλοιός του αριστερού κροταφικού λοβού και το πίσω µέρος του 
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αριστερού µετωπικού λοβού).  Τα κιναισθητικά κυκλώµατα ανάδρασης µε το 
περιβάλλον, που διαµορφώνει σταδιακά το παιδί, αρχίζουν µετά τον 18ο µήνα 
να αποκτούν ονόµατα, που επιτρέπουν την οργάνωσή τους σε πιο σύνθετα 
σύνολα. Τα ονόµατα των σύνθετων αυτών κιναισθητικών αναπαραστάσεων 
αποκτούν όµως µόνο σταδιακά το καθιερωµένο νόηµά τους. Σύµφωνα µε τους 
Αναπτυξιακούς Ψυχολόγους, το παιδί αφοµοιώνει το συµβατικό νόηµα των 
λεκτικών εκφράσεων της καθοµιλουµένης σε διάστηµα άλλων 8 ως 10 ετών 
µαθαίνοντας σταδιακά τις ιδιότητες κάθε βασικής έννοιας. Αρχικά το νόηµα 
των λέξεων που χαρακτηρίζουν κατηγορίες αντικειµένων  δεν είναι ούτε 
γνήσια γενικό ούτε γνήσια ειδικό, όπως παρατηρεί ο Piaget. Η λέξη «Κύλο» 
µπορεί να αναφέρεται σε συγκεκριµένο σκύλο, ή κάθε σκύλο ή ακόµα και 
γάτες ή άλλα τετράποδα. «Γκάρι» µπορεί να σηµαίνει αρχικά το φεγγάρι αλλά 
χρησιµοποιείται σύντοµα π.χ. και για γυαλιστερά κουµπιά. Μόνο σταδιακά 
εξειδικεύονται τα ονόµατα σε ονόµατα συγκεκριµένων κατηγοριών 
αντικειµένων. Γι’ αυτό ο Piaget ονοµάζει τις έννοιες της πρώτης γλωσσικής 
περιόδου (2ο  ως 6ο έτος) «προέννοιες» παραβλέποντας το γεγονός ότι 
προέννοιες µίας λέξης είναι και όλα τα κιναισθητικά σχήµατα ανάδρασης που 
σχετίζονται µε αυτήν. Ειδικά η έννοια του χρόνου αποδεικνύεται εξαιρετικά 
δύσκολο να αφοµοιωθεί από ένα παιδί και παίρνει µία ολοκληρωµένη µορφή 
µόνο γύρω στην ηλικία των 10 ως 12 ετών. Αντίθετα, η έννοια του φυσικού 
αριθµού προκύπτει από διαδικασίες αντιστοίχησης και ολοκληρώνεται γύρω 
στην ηλικία των  6 ή 7 ετών.  

Γιατί, όµως δεν δηµιουργεί κάθε παιδί την δική του γλώσσα; Η ανάγκη 
τυποποίησης των νοηµάτων των λέξεων οφείλεται στο ότι µόνο έτσι θα 
µπορέσει να επικοινωνήσει µε το κοινωνικό περιβάλλον και αυτό είναι το 
βασικό κίνητρο για την δηµιουργία της γλώσσας.  

Πώς σχετίζεται αυτή η αντίληψη µε τις προγενέστερες φιλοσοφικές 
αντιλήψεις;  

Η Καντιανή άποψη περί επίγνωσης χωρίς µεσολάβηση της εµπειρίας χάνει 
το νόηµά της µε την απόρριψη της a priori υπόστασης των εννοιών «χώρος» 
και «χρόνος».  

Για τον Jung «διαίσθηση» είναι η ικανότητα να συλλάβουµε την 
«περιρρέουσα ατµόσφαιρα» µίας κατάστασης, είτε εσωτερικής ψυχικής, είτε 
υπάρχουσας στον εξωτερικό φυσικό κόσµο, αντίληψη συµβατή µε αυτήν που 
περιγράφουµε εδώ.  

Κάποιοι, που πιστεύουν στην ύπαρξη παραψυχικών φαινοµένων, όπως η 
ικανότητα άµεσης πρόγνωσης του µέλλοντος, ονοµάζουν συχνά αυτήν την 
υποτιθέµενη ικανότητα «διαίσθηση» ή «ενόραση».  

Όµως εδώ η διαίσθηση νοείται απλά ως µία βιολογική λειτουργία χωρίς 
πρόσβαση σε οτιδήποτε υπερβατικό ή σε κάποιον άϋλο κόσµο. Πηγάζει απλώς 
από τα κιναισθητικά σχήµατα ανάδρασης µε τον εξωτερικό κόσµο, που 
αρχίζουµε να σχηµατίζουµε ήδη µόλις γεννηθούµε αφοµοιώνοντας εµπειρίες. 
Έτσι, µας επιτρέπει να συλλάβουµε νοερά και χωρίς λεκτική έκφραση ούτε
λογική επεξεργασία τις άτυπες, τις µη αντιπροσωπευτικές, χρήσεις και 
ιδιότητες ενός αντικειµένου, όπως είναι η χρήση µίας πέτρας αντί για σφυρί ή 
ενός µήλου ή µίας πατάτας ως βλήµατος. Το τι µορφής νευρωνικός 
µηχανισµός την παράγει και πώς λειτουργεί περιγράφεται στο βιβλίο του 

 

συγγραφέα «Ο Μηχανισµός της Νόησης». Παράρτηµα 4: Έχει 943 λέξεις  
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Μη Αριθµήσιµο Μοντέλο του Φορµαλιστικού Συστήµατος  

Αριθµητικής του Peano16  
 
Τα αξιώµατα του Peano  
  
Το σύνηθες φορµαλιστικό σύστηµα αξιωµάτων του Peano είναι:  
"x~(sx=0), "x"y(sx=syØx=y), "x(x+0=x), "x"y(x+sy=s(x+y)), 

"x(x∏0=0),  "x"y(x∏sy=x∏y+x), και το αξίωµα επαγωγής: 
P(0)&"x(P(x)ØP(sx))Ø"xP(x).  
Οι µαθηµατικές σταθερές είναι εδώ το µεµονωµένο σύµβολο 0, τα 

σύµβολα πράξεων µεταξύ δύο όρων + και ∏, και ο τελεστής διαδοχής s. 
Το αξίωµα επαγωγής είναι εδώ, ακριβέστερα, ένα «αξιωµατικό σχήµα», 

γιατί παράγει ένα αξίωµα για κάθε επιλογή του κατηγορήµατος Ρ. Έχει,
δηλαδή, µορφή που αντιστοιχεί σε κατηγορηµατική λογική πρώτης βαθµίδας, 
η οποία εξετάζει κατηγορήµατα (ιδιότητες) αλλά όχι κατηγορήµατα 

 
 

κατηγορηµάτων (ιδιότητες ιδιοτήτων). Στην  κατηγορηµατική λογική δεύτερης 
βαθµίδας η επαγωγή είναι ένα µόνο αξίωµα, που αναφέρεται σε όλα τα 
κατηγορήµατα Ρ και η µορφή του είναι: 

" P[P(0)& "x{P(x)flP(sx)}] fl"xP(x) 
Η κατηγορηµατική λογική 2ης βαθµίδας εξασφαλίζει, µάλιστα, την 

µονοσηµαντότητα της ερµηνείας του µοντέλου αντίθετα από την 
κατηγορηµατική λογική 1ης βαθµίδας. ∆εν την χρησιµοποιούµε, όµως, γιατί 
στην λογική 2ης βαθµίδας δεν υπάρχει µέθοδος να παραχθούν συντακτικά όλες 
οι προτάσεις σχετικά µε ΦΑ. (dtv -Atlas Mathematik, Bd.1, S.19 ή Boolos-
Burgess-Jeffrey: Computability and Logic, Cambridge U.P., 2002, σελ. 279). 

 
Εδώ θα χρειαστούν οι ακόλουθοι ορισµοί (Βλέπε R. Stoll: Set Theory and 

Logic, Dover, pp.193-194, 395): 
1. Μεµονωµένες Μεταβλητές: Γράµµατα ή γράµµατα µε δείκτες.  

 2. Μεµονωµένες σταθερές: Γράµµατα και σύµβολα ειδικών καλά 
ορισµένων αντικειµένων. Π.χ. «3», «Γιάννης». 

3. Όροι (terms): Έτσι ονοµάζονται: (α) µεµονωµένες µεταβλητές και 
µεµονωµένες σταθερές (είτε µε την µορφή κυρίων ονοµάτων είτε µε µορφή 
περιγραφών). (β) αποτελέσµατα πράξεων µεταξύ όρων. Αν r1, r2, …, rn είναι 
όροι και A ένα σύµβολο πράξης µεταξύ n όρων τότε A(r1, r2, …, rn) είναι ένας 
όρος.  

Η ύπαρξη ενός µη αριθµήσιµου µοντέλου του φορµαλιστικού συστήµατος 
αξιωµάτων του Peano προκύπτει από την ύπαρξη ενός αριθµήσιµου µοντέλου 
µε την βοήθεια του «ανοδικού» θεωρήµατος Löwenheim-Skolem. Αυτό το 
θεώρηµα λέει ότι αν µία θεωρία πρώτης τάξεως έχει ένα άπειρο µοντέλο, τότε 
έχει ένα άπειρο µοντέλο για κάθε πληθάριθµο που έχει τουλάχιστον το 
µέγεθος της γλώσσας της θεωρίας. ∆ηλαδή, αν η γλώσσα έχει ένα µη 
αριθµήσιµο σύνολο σταθερών, τότε το φορµαλιστικό σύστηµα αξιωµάτων 

                                        
16 (Βλέπε Google Answers, διάλογο Charlie-ga µε mathtalk-ga: για “uncountable models 

of Peano arithmetic” 15.5.2005-18.5.2005) 
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ικανοποιείται από ένα τουλάχιστον εξίσου πολυπληθές µη αριθµήσιµο σύνολο 
µεγεθών. 

 
Κατασκευή ενός µη αριθµήσιµου µοντέλου Αριθµητικής του 

Peano (ΑΡ) µε τόσα στοιχεία όσοι είναι οι πραγµατικοί αριθµοί  
 
Βασική ιδέα της κατασκευής ενός τέτοιου µοντέλου είναι το να 

θεωρήσουµε το αρχικό απειροσύνολο Ν (το αρχικό µοντέλο των ΦΑ) και να 
επισυνάψουµε σε αυτό ένα µη αριθµήσιµο απειροσύνολο νέων σταθερών 
ποσοτήτων µαζί µε νέα αξιώµατα, που λένε ότι καµία από αυτές τις σταθερές 
δεν  ισούται µε µίαν άλλη: c(r)∫c(s) για r∫s.  

Στο σύνολο των κλειστών προτάσεων 17 που ικανοποιούνται από το Ν µε 
βάση τα αρχικά αξιώµατα προστίθενται τώρα όλες οι προτάσεις που µπορούν 
να παραχθούν µε το επεκτεταµένο σύστηµα αξιωµάτων. 

Έστω, λοιπόν, ότι η Αριθµητική Peano είναι συνεπής και έχει το 
στερεότυπο µοντέλο Ν. Προσθέτουµε στην θεωρία µίαν νέα σταθερά cr = c(r) 
για κάθε µη αρνητικό πραγµατικό αριθµό  rœR+.  

Τι µπορεί να είναι αυτές οι σταθερές; είναι, για παράδειγµα c(r) = r ή 
κάποια άλλη συνάρτηση του r; 

∆εν έχει καµία σηµασία τι φανταζόµαστε ότι είναι οι σταθερές c     r =c(r), 
γιατί εδώ έχουν µόνο τις ιδιότητες που τους δίνουν τα αξιώµατα της         
Αριθµοθεωρίας.  

Θεωρούµε λοιπόν, όλους τους κλειστούς όρους (σταθερές ή αποτελέσµατα 
πράξεων µεταξύ σταθερών),  που µπορούν να κατασκευασθούν σε αυτήν την 
νέα γλώσσα και δηµιουργούµε µεταξύ τους κλάσεις ισοδυναµίας ανάλογα µε 
το αν η ισότητα δύο όρων µπορεί να παραχθεί από αυτήν την θεωρία ή όχι. 
Έτσι, ταυτίζουµε κάθε νέα σταθερά µε όλες τις φορµαλιστικές εκφράσεις, για 
τις οποίες µπορεί να αποδειχθεί ότι ισούνται µε αυτήν την σταθερά και κάθε 
κλειστό όρο

 

                                       

18, όπως είναι το γινόµενο δύο σταθερών, µε όλους τους 
ισοδυνάµους του στα πλαίσια του φορµαλισµού. 

Την κλάση ισοδυναµίας ενός όρου p την συµβολίζουµε µε {p}. Το σύµβολο 
{0} σηµαίνει, δηλαδή, την κλάση των εκφράσεων που είναι ισοδύναµες προς 
τον όρο 0. Παρόµοια, {5} είναι το σύνολο όλων των δυνατών φορµαλιστικών 
εκφράσεων που έχουν την τιµή 5 και {c(s)} το σύνολο όλων των 
φορµαλιστικών εκφράσεων που αποδεικνύεται ότι είναι ισοδύναµες µε c(s). 

Γιατί, όµως, εισάγουµε κλάσεις ισοδυναµίας; 
Στους φυσικούς αριθµούς (0), 1, 2, 3, …  το αποτέλεσµα µίας πρόσθεσης ή 

ενός πολλαπλασιασµού είναι πάλι φυσικός αριθµός. Π.χ.,  2+3=5, 2∏3=6. 
Αλλά για τις σταθερές που εισάγουµε δεν υπάρχει κατ’ αρχήν τρόπος 
ταυτοποίησης του αθροίσµατος ή γινοµένου δύο σταθερών µε κάποιαν άλλη 
σταθερά. Αυτό ισχύει, όµως, για τις κλάσεις ισοδυναµίας. Σε αυτές είναι: 

{p}+{q}={p+q}, {p}∏{q}={p∏q} 

 
17 Κλειστές λέγονται προτάσεις, που για όλες τις µεταβλητές τους υπάρχουν ποσοδείκτες " 
(για όλα) ή $ (υπάρχει). Κλειστές θεωρούνται και παραστάσεις που περιλαµβάνουν µόνο 
σταθερές. 
18 Κλειστοί όροι είναι όσοι δεν περιλαµβάνουν µεταβλητές, όπως οι 5 ή 1+2 ή 2∏3. 
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όπου p και q είναι κάποιοι αντιπροσωπευτικοί όροι των αντίστοιχων κλάσεων 
ισοδυναµίας {p},{q}.  

Αντίστοιχα, όταν δίνεται η κλάση ισοδυναµίας {d} ενός κλειστού όρου d, 
διάδοχη κλάση, s{d}, είναι η κλάση του διαδόχου, s(d), του d: s{d}={s(d)}. 

Για παράδειγµα, s{c(r)}= {s(c(r))}={c(r+1)}. 
Μία αριθµητική των c(r): Την εισαγωγή κλάσεων ισοδυναµίας µπορούµε να 

αποφύγουµε αν θεωρήσουµε ότι είναι επιτρεπτή η εκτέλεση προσθέσεων και 
πολλαπλασιασµών στους πραγµατικούς αριθµούς, που είναι δείκτες των 
σταθερών. Οι πράξεις αυτές δεν αλλοιώνουν το φορµαλιστικό σύστηµα, γιατί 
δεν εφαρµόζονται στις ίδιες τις σταθερές, αλλά µόνο στους δείκτες τους. Οι 
πράξεις αυτές γίνονται µόνο για τον προσδιορισµό του δείκτη της σταθεράς µε 
την οποία θα ταυτοποιηθεί το αποτέλεσµα µίας πράξης. Απλά µετατρέπουν 
µίαν σύνθετη παράσταση σε µίαν ισοδύναµη απλούστερη.  

 

Μπορούµε, λοιπόν, να παρατηρήσουµε, ότι ο αναδροµικός ορισµός της 
πρόσθεσης x+sy=s(x+y) είναι (µε x=c(r) και y=c(t-1)) συµβατός µε την 
παραδοχή: c(r)+c(t):=c(r+t) που ανάγει το άθροισµα c(r)+c(t) σε έναν 
ισοδύναµό του όρο c(r+t). Έτσι, για κάθε δοσµένο ζεύγος σταθερών 
µπορούµε να καθορίσουµε µίαν τρίτη σταθερά που να είναι το άθροισµά τους, 
αν, βέβαια, ξέρουµε να προσθέτουµε δύο πραγµατικούς δείκτες.  

Αντίστοιχα, ο ορισµός: c(r)∏c(t):=c(r*t), όπου η παράσταση  r*t νοείται ως 
γινόµενο δύο πραγµατικών αριθµών, είναι συµβατός µε τον αναδροµικό 
ορισµό του πολλαπλασιασµού: c(r)∏c(t+1)= c(r)∏c(t)+ c(r), γιατί η σχέση αυτή 
γράφεται τότε c(r*(t+1))=c(r*t)+c(r)=c(r*t+r).  

Από αυτές τις σχέσεις προκύπτει, µάλιστα: c(r*2)=c(r*1)+c(r)=2∏c(r), 
c(r*3)=c(r*2)+c(r)=2∏c(r)c(r)+c(r)=3∏c(r)… δηλαδή γενικά, c(k*r)=k∏c(r). Με 
c(1):=1 έχουµε, έτσι, c(k)=k, όπότε οι ΦΑ συµπεριλαµβάνονται στις σταθερές 
µας. 

Το µέγεθος του µοντέλου: Επειδή προσθέσαµε ένα µη αριθµήσιµο πλήθος 
διαφορετικών σταθερών το µοντέλο της επέκτασης αυτής της Αριθµοθεωρίας 
πρέπει να είναι µη αριθµήσιµο. 

 

 

 

Από το θεώρηµα συµπάγειας προκύπτει, τώρα, ότι, αν η αρχική θεωρία 
είναι συνεπής, τότε και η νέα θεωρία µε µη αριθµήσιµες σταθερές είναι πάλι 
συνεπής. Το θεώρηµα αυτό λέει ότι ένα σύνολο αξιωµάτων είναι ασυνεπές 
τότε µόνο όταν κάποιο πεπερασµένο υποσύνολό του είναι ασυνεπές. Σε κάθε 
πεπερασµένο υποσύνολο των επεκτεταµένων αξιωµάτων εµφανίζεται όµως 
µόνο πεπερασµένο πλήθος νέων σταθερών και αυτές µπορούν να 
«ερµηνευτούν» σαν διαφορετικοί µεταξύ τους Φυσικοί Αριθµοί. Αυτό δείχνει 
την συνέπεια του συστήµατος αυτού σε εξάρτηση από την συνέπεια των 
αξιωµάτων του Peano.  

Βασική Απορία: Αλλά πώς διατρέχουµε µε τον τελεστή διαδοχής s(p) ένα
µη αριθµήσιµο πλήθος όρων; 

   
   
Εδώ φαίνεται να έχουµε ένα σύνολο όπως το ακόλουθο: 

{0=0+0=0∏0=…, 1=0+1=1∏1=1+0∏2=…, 2=0+2=1+1=…, cr1 =cr1+0 = 
cr1+0∏cr2 =… , cr2=…, cr3= …}.  
Για την συνάρτηση διαδοχής, όµως, φαίνεται να έχουµε 0 … fl1 … fl2 … που 
κάπως θα έπρεπε να περιλαµβάνει και τους όρους cr1, cr2, cr3, … 
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Αλλά πώς φθάνουµε όλο αυτό το µη αριθµήσιµο σύνολο µετρώντας κατ’ 
αυτόν τον τρόπο; 

      
  

Απάντηση mathtalk-ga: Το αξιωµατικό σχήµα επαγωγής λέει κάτι αρκετά
ασθενέστερο από το ότι µπορούµε να «φθάσουµε» κάθε στοιχείο στο µοντέλο
ξεκινώντας από το µηδέν και εφαρµόζοντας την  συνάρτηση διαδοχής. 

    
     

      
Η “προσβασιµότητα” δεν είναι ο µόνος τρόπος µε τον οποίο θα µπορούσε 

να ικανοποιηθεί το αξιωµατικό σχήµα επαγωγής. Η επαγωγή ικανοποιείται αν 
συµβαίνει να ισχύει για όλα τα x κάθε ιδιότητα που µπορεί να εκφρασθεί στην 
φορµαλιστική γλώσσα, η οποία (α) ικανοποιείται από το µηδέν και (β) 
ικανοποιείται από τον s(x) όποτε ικανοποιείται από τον τυχόντα x.  

Ερώτηση: Πώς, όµως είµαστε βέβαιοι ότι οι εκφράσεις που δηµιουργούµε 
θα ικανοποιούν το αξίωµα της επαγωγής; 

Είµαστε βέβαιοι, γιατί τα αξιώµατα Peano έχουν ήδη ένα µοντέλο, που 
θεωρείται συνεπές, αυτό των φυσικών αριθµών 1, 2, 3, … . Αυτό σηµαίνει ότι, 
αν το µοντέλο Ν είναι συνεπές, τότε και κάθε άλλο µοντέλο των ιδίων 
αξιωµάτων, θα είναι επίσης συνεπές. Η συνέπεια (η µη ύπαρξη αντιφατικών 
τύπων στο σύνολο όλων όσοι µπορούν να παραχθούν συντακτικά) είναι 
ιδιότητα που αφορά στο εκάστοτε φορµαλιστικό σύστηµα και τεκµηριώνεται 
µε την ύπαρξη έστω και ενός µοντέλου του.  

 
Κατασκευή συνόλων µε αυξανόµενους πληθάριθµους. 
Στην παραπάνω κατασκευή µη αριθµήσιµου µοντέλου της Αριθµοθεωρίας 

χρησιµοποιούµε ένα σύνολο σταθερών ποσοτήτων {c(s),sœR+}.  Πώς 
µπορούµε όµως να κατασκευάσουµε πιο πολυπληθή σύνολα µεγεθών που να 
έχουν ενδιαφέρον για τα µαθηµατικά; 

Για κάθε σύνολο Α, το σύνολο των χαρακτηριστικών του συναρτήσεων:  
{fa(x), aœA, fa(a)=1, fa(x∫a)=0} 

είναι προφανώς ισοπληθές µε το Α.  
Το σύνολο: Β={"f: f:ΑØ{0,1}} των συναρτήσεων πάνω στο Α που 

παίρνουν µόνο τιµές 0 ή 1 είναι όµως πολυπληθέστερο από το Α. Για 
παράδειγµα, η συνάρτηση φ(x)=1-fx(x) ανήκει στο Β αλλά δεν µπορεί να 
ανήκει στο Α.  

Αν ήταν φ(x)=fb(x) τότε θα είχαµε: fb(x)=1-fx(x), άρα fb(b)=1-fb(b), 
δηλαδή fb(b)=1/2, πράγµα άτοπο.  

Παρόµοια, το σύνολο Τ των τελεστών, που απεικονίζουν τις συναρτήσεις 
του Β στο {0,1}, είναι πολυπληθέστερο από το Β, και το σύνολο Φ 
συναρτήσεων των τελεστών που τους απεικονίζουν στο {0,1} είναι 
πολυπληθέστερο από το Τ. 
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Πώς κατασκεύασε τους Υπερακέραιους ο Skolem19

 
Εδώ θα δώσουµε µίαν απλουστευτική παρουσίαση των βασικών ιδεών της 

αποδείξεως που αναπτύσσει ο Skolem στις εργασίες του 1934 και 1935.  
Ο Skolem χρησιµοποιεί ως αφετηρία των συλλογισµών του την ακόλουθη 

παραλλαγή των κλασσικών αξιωµάτων της Αριθµοθεωρίας, όπου ενσωµατώνει 
και τα αξιώµατα που ορίζουν την πρόσθεση και τον πολλαπλασιασµό, και 
θεωρεί ότι πρώτος φυσικός αριθµός είναι ο ‘1’ και όχι ο ‘0’ (Εδώ τα 
απλοποιούµε κάπως παραλείποντας τον φορµαλισµό):20

(1) Οι φυσικοί αριθµοί είναι γραµµικά διατεταγµένοι µέσω της σχέσης ‘<’.  
(2) Υπάρχει ένας µικρότερος αριθµός 1. 
(3) Για κάθε αριθµό x υπάρχει ένας αµέσως µεγαλύτερος, ο x+1.  
(4) Υπάρχει µία πράξη ‘+’, που λέγεται πρόσθεση, όπου ισχύει η 

αναδροµική σχέση 
x+(y+1)=(x+y)+1. 

(5) Υπάρχει µία πράξη που λέγεται πολλαπλασιασµός, [δοσµένη] µε την 
[αναδροµική] σχέση 

x(y+1)=xy+x. 
(6) Αρχή της επαγωγής: Αν µία πρόταση, U(x), που αναφέρεται σε 

φυσικούς αριθµούς x, ισχύει για x = 1 και από την ισχύ της για x=k έπεται ότι 
ισχύει και για x=k+1, τότε έπεται ότι η πρόταση ισχύει για όλους τους ΦΑ x.  

Ο Skolem παρατηρεί τώρα ότι επανειληµµένες προσθέσεις και 
πολλαπλασιασµοί φυσικών αριθµών (ΦΑ) µας δίνουν µόνο πολυώνυµα µε 
συντελεστές φυσικούς αριθµούς, δηλαδή µη αρνητικούς ακέραιους. Για 
παράδειγµα, (α+β)*(α+β)=(α+β)2=α2+2αβ+β2. Αυτή είναι µία πολυωνυµική 
παράσταση ως προς τις µεταβλητές α και β, όπως µαθαίνουµε στο Γυµνάσιο. 

Στην συνέχεια ο Skolem παρατηρεί ότι σχέσεις µε µορφή ανισοτήτων, π. χ. 
α>β, µε α,β από το σύνολο Ν των ΦΑ µπορούν να µεταβληθούν σε ισότητες 
αν χρησιµοποιήσουµε µια βοηθητική παράµετρο. Η σχέση α>β σηµαίνει, 
προφανώς ότι υπάρχει ένας ΦΑ, γ, τέτοιος ώστε α=β+γ. Έτσι, αρκεί να 
ασχοληθούµε µε τις ισότητες και µάλιστα ισότητες πολυωνύµων, που ισχύουν 
για το σύστηµα αξιωµάτων (1) ως (7). 

Αν, τώρα, έχουµε µίαν πρόταση του είδους «Για όλους τους ΦΑ α, β, γ, 
ισχύει η σχέση F(α,β,γ) = G(α,β,γ)» ο Skolem παρατηρεί ότι η σχέση αυτή θα 
ισχύει ειδικότερα και αν στην θέση των τυχαίων ΦΑ α,β,γ βάλουµε 
πολυώνυµα p(x), q(x), r(x)  µε φυσικούς αριθµούς ως συντελεστές, όπου το x 
παίρνει ως τιµές µόνο φυσικούς αριθµούς. Τέτοιου είδους πολυώνυµα έχουν 
ως τιµές µόνο φυσικούς αριθµούς και γι’ αυτό θα τα ονοµάσουµε «πολυώνυµα
φυσικών αριθµών». Προφανώς θα ισχύει για όλα τα x η σχέση: 

 
 

                                        
19 Βλέπε: Οµιλίες /ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΕΣ / «Τι είναι ΦΑ», Παράρτηµα 1 

 
20 Ακόµα και έτσι, βέβαια, η παραδοσιακή Αριθµητική είναι ελλιπής, αφού λείπει η 

αφαίρεση και η διαίρεση. Όµως αυτές οι πράξεις είναι απλά αντίθετες της πρόσθεσης και του 
πολλαπλασιασµού και δεν προσδιορίζουν καλύτερα το τι είναι «φυσικός αριθµός», αφού 
µάλιστα στα πλαίσια των ΦΑ δεν µπορούν να εκτελεσθούν όλες οι αφαιρέσεις και διαιρέσεις. 
Οι πράξεις 2-3 και 2:3 δεν έχουν νόηµα. Έτσι, ο Skolem αρκέσθηκε στο να εξετάσει µόνο 
αριθµητικές σχέσεις που ανάγονται σε προσθέσεις και πολλαπλασιασµούς.  
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F(p(x),q(x),r(x))= G(p(x),q(x),r(x)), αφού τα πολυώνυµα p,q,r έχουν µόνο ΦΑ 
ως τιµές και για όλους τους ΦΑ υποθέσαµε ότι ισχύει F=G. 

Παροµοίως, µία πρόταση του είδους «Υπάρχει ΦΑ, α, τέτοιος ώστε για 
όλους τους ΦΑ, β, να ισχύει Μ(α,β)=Ν(α,β)» αντιστοιχεί σε µίαν πρόταση 
«Υπάρχει ΦΑ, α, τέτοιος ώστε για κάθε πολυώνυµο φυσικών αριθµών p(x) να 
ισχύει Μ(α,p(x))=N(α,p(x))». 

Έτσι, ο Skolem διαπιστώνει ότι όλες οι γενικής ισχύος προτάσεις που 
µπορούν να παραχθούν από το σύστηµα αξιωµάτων ισχύουν και αν στην θέση 
των µεταβλητών βάλουµε αντί για ΦΑ πολυώνυµα των ΦΑ.  

Τώρα ο Skolem κάνει µίαν ευφυή κατασκευή. Ενσωµατώνει στους ΦΑ και 
όλα τα πολυώνυµα ΦΑ επεκτείνοντας έτσι το σύνολο Ν σε ένα σύνολο Ν* 
πολυωνύµων των ΦΑ. Για να το κάνει αυτό πρέπει όµως να βρει µία 
συγκεκριµένη διάταξη για τα πολυώνυµα, όπως οι ΦΑ έχουν την διάταξη: 
1<2<3<4<5<… . Μία τέτοια διάταξη µπορούµε όµως να δώσουµε και στα 
πολυώνυµα ΦΑ, p(x). Κατ’ αρχή έρχονται τα πολυώνυµα µηδενικού βαθµού, 
p0(x)=c=σταθερά, βαλµένα µε την σειρά µεγέθους των σταθερών αυτών 
τιµών. Ουσιαστικά έχουµε, δηλαδή εδώ και πάλι τους ΦΑ µε την γνωστή τους 
διάταξη. Έπειτα βάζουµε όλα τα πολυώνυµα πρώτου βαθµού p1(x,a,b)=ax+b, 
βαλµένα πρώτον κατά σειρά µεγέθους των συντελεστών a, και δεύτερον, 
στην περίπτωση ίδιων συντελεστών a, κατά σειράν µεγέθους των 
συντελεστών b. ∆ηλαδή γράφουµε: 

x<x+1<x+2<…<2x<2x+1<2x+2<…<3x<3x+1<3x+2<…<4x<…. 
Αυτή η διάταξη δεν είναι και τόσο αυθαίρετη. Για µεγάλες τιµές του x είναι 

πράγµατι και οι τιµές, για παράδειγµα, του 3x πάντα µεγαλύτερες από αυτές 
έστω του 2x+10 ή ακόµα και του 2x+1000. 

Στην συνέχεια βάζουµε τα πολυώνυµα δευτέρου βαθµού 
p2(x,a,b,c)=ax2+bx+c, βαλµένα πάλι µε την σειρά µεγέθους κατ’ αρχήν των 
συντελεστών, a, του x2. Για ίδιες τιµές του a διατάσσουµε κατά το µέγεθος 
των συντελεστών b, και για ίδιες τιµές των a και b διατάσσουµε κατά το 
µέγεθος των σταθερών όρων c. ∆ηλαδή γράφουµε: 

x2< x2+1< x2+2<…< x2+x< x2+x+1< x2+x+2<…< x2+2x< x2+2x+1<…< 
x2+3x<…< 2x2< 2x2+1< 2x2+2<… 

Αυτή η διάταξη έχει πάλι το χαρακτηριστικό ότι ισχύει πράγµατι για αρκετά 
µεγάλες τιµές του x. Για παράδειγµα, ισχύει πράγµατι  x2+10x+100<2x2 όταν 
το x υπερβαίνει την τιµή 17 ή ισούται µε αυτήν. Γενικά, για δύο πολυώνυµα 
ΦΑ, p(x) και q(x) ισχύει η διάταξη p(x)<q(x) αν η σχέση αυτή αληθεύει για 
άπειρες τιµές του x.  

Έτσι προκύπτει µία διάταξη όλων των πολυωνύµων ΦΑ που περιλαµβάνει 
µάλιστα στην αρχή της και τους ίδιους τους ΦΑ: 
 1<2<…<x<x+1<x+3<…<2x<2x+1<…<x2<x2+1<…<2x2<2x2+1< …<x3<… 

Για το διατεταγµένο αυτό σύνολο, Ν’, που είναι πολύ ευρύτερο από το 
σύνολο Ν των ΦΑ, ισχύουν όµως όλα τα αξιώµατα που µας έχουν δοθεί21. Η 
                                        

              
  

21 Ο Skolem επεκτείνει το σύνολο Ν’ σε ένα σύνολο, Ν*, συµπεριλαµβάνοντας και άλλες 
αριθµητικές συναρτήσεις εκτός από πολυώνυµα. Έτσι κατορθώνει το να δίνει η 
αντικατάσταση στοιχείων του N* στις προτάσεις που ισχύουν για ΦΑ πάλι στοιχεία του N*, 
ώστε οι σχέσεις F=G και Μ=Ν να έχουν πάντα νόηµα, όχι µόνο για ΦΑ, αλλά και για το νέο
επεκτεταµένο σύστηµα αριθµών. 
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κατάσταση αυτή δεν αλλάζει µάλιστα  ακόµα και αν προσθέσουµε σε αυτά και 
άλλα αξιώµατα, γιατί κάθε γενική πρόταση που ισχύει για το διατεταγµένο 
σύνολο Ν των φυσικών αριθµών µεταφέρεται άµεσα και σε µίαν αντίστοιχη 
πρόταση για το διατεταγµένο σύνολο Ν’ της επέκτασης του Ν σε πολυώνυµα 
(και άλλες συναρτήσεις) φυσικών αριθµών. 

Παρατήρηση: Ίσως θα πείτε ότι η παραπάνω διάταξη Ν’ δεν είναι απόλυτα 
σωστή, γιατί δεν είναι πάντα, για παράδειγµα, x2+10x+100<2x2, αλλά αυτό 
ισχύει µόνο  για 17§x. Είναι σηµαντικό να καταλάβουµε ότι το σύµβολο ‘<’ 
δεν έχει εδώ το συµβατικό του νόηµα, αλλά ότι επωφελούµαστε από την 
ελευθερία ερµηνείας των συµβόλων που µας παρέχει ο φορµαλισµός για να 
του δώσουµε ένα νόηµα δικής µας επιλογής. Όπως είπαµε, θεωρούµε ότι η 
σχέση ‘f(x)<g(x)’ σηµαίνει µόνο ότι για άπειρο πλήθος φυσικών αριθµών x η 
τιµή f(x) είναι µικρότερη από την g(x). Για τις συναρτήσεις φυσικών αριθµών 
που εξετάζουµε εδώ αυτό συµβαίνει πάντα για αρκετά µεγάλες τιµές του x. 
δηλαδή, ‘f(x)<g(x)’ σηµαίνει ότι η τιµή f(x) είναι µικρότερη από την g(x) 
«σχεδόν για όλα τα x», όπου «σχεδόν για όλα» σηµαίνει «µε εξαίρεση 
πεπερασµένο πλήθος». Αυτή είναι η ερµηνεία που επιλέγουµε να δώσουµε 
στο σύµβολο ‘<’.  

Συνοπτικά µπορούµε να πούµε ότι ο Skolem διαπιστώνει ότι όχι µόνο η 
ακολουθία Ν των φυσικών αριθµών, αλλά και η επέκτασή της σε µία 
ακολουθία όπως η Ν’: 

1<2<…<x<x+1<…<2x<2x+1<…<x2<x2+1<…<2x2<2x2+1<…<x3<… 
ικανοποιεί τα ίδια αξιώµατα, αν ερµηνεύσουµε το σύµβολο ‘<’ που ορίζει και 
τις σχέσεις διαδοχής ως «σχεδόν πάντα µικρότερο». Επίσης διαπιστώνει ότι 
κάθε σχέση που ισχύει για όλους τους ΦΑ, δηλαδή τους όρους της ακολουθίας 
Ν, ισχύει υπό την παραπάνω ερµηνεία του συµβόλου ‘<’ και για όλους τους 
όρους της Ν*, που είναι επέκταση της παραπάνω ακολουθίας Ν’. Το αντίθετο 
δεν ισχύει, βέβαια. Κάθε σχέση που ισχύει για την Ν* δεν ισχύει οπωσδήποτε 
και για την Ν. Ο Skolem δίνει ένα παράδειγµα που τεκµηριώνει αυτό στην 
εργασία του 1935. 

Αν δεχθούµε την άποψη των φορµαλιστών ότι δεν έχει σηµασία πώς 
ερµηνεύουµε τον φορµαλισµό, υπάρχουν έτσι «Μη Συµβατικές Αριθµητικές» 
παράλληλα µε την συµβατική22. Αυτό όµως δείχνει ότι ο Λογικός Ατοµισµός 
δεν µπορεί να ευσταθεί αφού κανένα σύστηµα αξιωµάτων, κανένα σύνολο 
θεµελιωδών ιδιοτήτων, δεν µπορεί να προσδιορίσει µονοσήµαντα τι είναι 
φυσικός αριθµός.   

                                        
22 Στην πραγµατικότητα ο Skolem µπορεί να κατασκευάσει, όχι µόνο ένα, αλλά άπειρα νέα 
αριθµητικά συστήµατα, γιατί εισάγει τον συµβολισµό f<g για οποιεσδήποτε συναρτήσεις ΦΑ 
αν είναι f(x)<g(x) για άπειρο πλήθος ΦΑ x. Αντί για πολυώνυµα ΦΑ µπορεί να θεωρήσει 
«µίγµατά» τους.  Για παράδειγµα, f(2k)=2k, f(2k+1)=(2k+1)2, g(2k)=(2k)2, g(2k+1)=2k+1. 
Εδώ ισχύει f(x)<g(x) για άπειρους ΦΑ x, αλλά και f(x)>g(x) για άπειρους ΦΑ x. Έτσι 
µπορούµε να κατασκευάσουµε πολλών ειδών διατάξεις όπως είναι η Ν’ αν αντί για 
πολυώνυµα ΦΑ πάρουµε «µίγµατά» τους. Τα µοντέλα όµως αυτά είναι όλα αριθµήσιµα. 
Σύνολα όπως το Ν’ µπορούν να αριθµηθούν (1) µε βάση το πλήθος των χαρακτήρων κάθε 
όρου και (2) αλφαβητικά µεταξύ όρων µε το ίδιο πλήθος χαρακτήρων. 
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Σηµειώσεις 
 
1. Γιατί δεν µπορούν να περιγραφούν όλες οι ιδιότητες των ΦΑ µε 

πεπερασµένο πλήθος αξιωµάτων; 
Εξήγηση:  Όλοι οι συνδυασµοί  n αντικειµένων είναι 2n-1>>n, γιατί  

ισχύει:   121)11(...
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Οι συνδυασµοί αυτοί µας δείχνουν πόσα είδη σχέσεων µπορούν να 
υπάρξουν µεταξύ n µεγεθών (οι σχέσεις τους ανά ένα, ανά δύο, ανά τρία, 
…ανά n). Αυτές οι σχέσεις αντιστοιχούν στα διάφορα είδη ιδιοτήτων που 
έχουν οι ΦΑ. Κάθε ιδιότητα, χαρακτηρίζεται από το υποσύνολο των ΦΑ που 
έχουν αυτήν την ιδιότητα. Έτσι, αν έχουµε αριθµησίµως άπειρα (¶) µεγέθη, 
αυτά θα έχουν 2¶ σχέσεις µεταξύ τους, ένα σύνολο ιδιοτήτων µε πλήθος ίδιο 
µε εκείνο των πραγµατικών αριθµών, που είναι πολύ µεγαλύτερο από το 
πλήθος των ΦΑ. Ένα τέτοιο πλήθος ιδιοτήτων δεν µπορεί να περιγραφεί ούτε 
λεκτικά ή συµβολικά, γιατί το σύνολο των γραπτών εκφράσεων είναι 
αριθµήσιµο όπως το σύνολο των ΦΑ. 

{2}. Επειδή τα αξιώµατα της Αριθµοθεωρίας παράγουν τους ΦΑ έναν προς 
έναν και όχι όλους µαζί σαν σύνολο, γι’ αυτό δεν µπορούν να διακρίνουν σε τι 
λογής σύνολα εφαρµόζονται. Είναι τυφλά ως προς αυτό. Έτσι, µπορούν να 
εφαρµοσθούν σε κάθε λογής απειροσύνολα! Είναι, δηλαδή, σαν τις 
µυλόπετρες ενός µύλου, που αλέθουν οτιδήποτε ρίξουµε στην χοάνη 
τροφοδοσίας είτε σιτάρι ή κριθάρι, είτε φακές ή φασόλια. Αυτό είναι η ουσία 
της θεωρίας Löwenheim-Skolem.  

Αντίρρηση: Όµως και η Συνολοθεωρία είναι µη πλήρης παρά το ότι 
ασχολείται µε σύνολα. Εποµένως, η διακριτότητα των αντικειµένων του 
αξιωµατικού συστήµατος δεν µπορεί να είναι η αιτία για την µη πληρότητά 
του. 

Σχόλιο-Απάντηση: Η Συνολοθεωρία φαίνεται να πάσχει από την αντίθετη 
πάθηση. ∆εν µπορεί να διακρίνει σαφώς µεµονωµένα στοιχεία. Επειδή µελετά 
σύνολα, γι’ αυτό δεν ξέρει πώς να επιλέξει ένα στοιχείο από κάθε σύνολο. 
Έτσι, η πρόταση που λέει ότι αυτό είναι δυνατό, παραµένει αξίωµα, το αξίωµα 
επιλογής του Zermelo και δεν είναι θεώρηµα, ούτε παρέχει έναν αλγόριθµο  
επιλογής. Παροµοίως, η ύπαρξη συνόλων µε πληθάριθµους ¡1 Ó¡2 Ó¡3 Ó… 

ευρισκόµενους µεταξύ αυτού των ακεραίων, ¡0, και αυτού των  πραγµατικών,  
œ= , παραµένει θέµα προτίµησης και δεν µπορεί να απαντηθεί τελεσίδικα 02ℵ

(Για τον συµβολισµό βλέπε Crossley: What is mathematical logic? σελ. 69-70).  
3. Τα Ευκλείδια µοντέλα Μη Ευκλείδιων γεωµετριών είναι  σύνολα 

Ευκλείδιων καµπύλων και επιφανειών, που αν τις µετονοµάσουµε σε 
«ευθείες» και «επίπεδα» εµφανίζουν µε την νέα αυτή ονοµασία µη Ευκλείδιες 
ιδιότητες. 

4. Time is, primarily, the ordering of our actions and experiences in our 
memory. This concept is then extended to include other people’s experiences.  

5. Kant has discovered the important fact that our experiences are formed 
by the way our mind is built. For instance, there is certainly no private 
language, as Wittgenstein says. But no language can exist without a human 
predisposition for it. Meanings preexist before we form concepts with them. 
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6. The unreasonableness of Cantor’s Continuum hypothesis: When n is 
finite, between n and 2n-1 there are 2n-n different numbers. Why should this 
not be true also for n=¶? There could be an infinity of cardinal numbers 
between N, the cardinality of the integers, and C=2N, the cardinality of the 
real numbers.  

7. Όπως φαίνεται από την διπλωµατική εργασία «Το θεώρηµα του Gödel, 
Απόδειξη, συνέπειες και φιλοσοφικές προεκτάσεις» του  ∆ηµήτρη Τζανή, η 
αντιπαράθεση µεταξύ των περισσοτέρων φιλοσόφων σχετικά µε το αν ο 
ανθρώπινος νους είναι µηχανή ή ξεπερνά τις δυνατότητες των µηχανών έχει 
δύο ελλείψεις: 

 
   

(α) Θεωρεί ουσιαστικά ότι οι µόνες µηχανές που θα µπορούσαν να 
προσεγγίσουν την ανθρώπινη σκέψη είναι µηχανές διακριτών καταστάσεων 
(Turing machines) µε διακριτά σήµατα εισόδου-εξόδου και διακριτές 
εσωτερικές καταστάσεις. Παραβλέπει εντελώς την δυνατότητα ο νους να 
µοιάζει µε µηχανή συνεχών καταστάσεων, δηλαδή, π.χ. αναλογικά κυκλώµατα  
ανάδρασης µε συνεχείς συναρτήσεις εισόδου εξόδου. Οι µηχανές συνεχών 
καταστάσεων έχουν όµως σηµαντικά ευρύτερες δυνατότητες αφού το 
πληροφοριακό περιεχόµενο συνεχών σηµάτων γίνεται όλο και µεγαλύτερο µε 
λεπτότερη διακριτοποίησή τους. το θεώρηµα δειγµατοληψίας του Shannon 
συνοδεύεται πάντα από ένα σφάλµα διακριτοποίησης, που οφείλεται τόσο 
στον περιορισµό  του εύρους του φάσµατος συχνοτήτων, όσο και στο ότι τα 
λαµβανόµενα δείγµατα πρέπει να διακριτοποιηθούν για να υποστούν ψηφιακή 
επεξεργασία.  

(β) Παραβλέπει εντελώς τις φιλοσοφικές συνέπειες των θεωρηµάτων των 
Löwenheim και Skolem. Η απροσδιοριστία των µεγεθών που επεξεργάζεται 
κάθε φορµαλιστικό αξιωµατικό σύστηµα φαίνεται να µην απασχολεί αυτούς 
τους φιλοσόφους! 

Οι λόγοι για µίαν τέτοια στάση είναι, βέβαια εµφανείς:  
(α) Φαίνεται αµφίβολο να έχουµε από ένα σύστηµα συνεχών 

καταστάσεων προτάσεις ανάλογες µε τα αποτελέσµατα γλωσσικής 
επεξεργασίας. Για παράδειγµα, σε έναν αναλογικό υπολογιστή τα κυκλώµατα 
αντιστοιχούν απλά στην διαφορική εξίσωση που µας ενδιαφέρει και η λύση 
προκύπτει χωρίς εφαρµογή αλγορίθµων ως απόκριση του κυκλώµατος σε 
κατάλληλη συνάρτηση εισόδου.  

Εντούτοις, αυτό είναι ακριβώς εκείνο που συµβαίνει στον αναπτυσσόµενο 
ανθρώπινο νου. Τα κιναισθητικά κυκλώµατα ανάδρασης µε το περιβάλλον, 
που διαµορφώνει σταδιακά, αρχίζουν µετά τον 18ο µήνα να αποκτούν 
ονόµατα, που επιτρέπουν την οργάνωσή τους σε πιο σύνθετα σύνολα. Τα 
ονόµατα των σύνθετων αυτών κιναισθητικών αναπαραστάσεων αποκτούν 
σταδιακά ένα καθιερωµένο νόηµα.  Η ανάγκη τυποποίησης των νοηµάτων 
των λέξεων οφείλεται στο ότι µόνο έτσι θα µπορέσουµε να επικοινωνήσουµε 
µε το κοινωνικό περιβάλλον. Έτσι, σε διάστηµα άλλων 8 ως 10 ετών 
αφοµοιώνουµε το συµβατικό νόηµα των λεκτικών εκφράσεων (εννοιών) της 
καθοµιλουµένης. 

(β) ∆εν µπορούν να εντάξουν στα καθιερωµένα µαθηµατικά µεγέθη µη 
αριθµήσιµα µοντέλα της Αριθµοθεωρίας. Ως φιλόσοφοι αδυνατούν να 
κατανοήσουν κατασκευές που είναι δυσνόητες ακόµα και για µαθηµατικούς. 
Έτσι προτιµούν να παραβλέψουν εντελώς τα θεωρήµατα των Löwenheim και 
Skolem και να προσποιηθούν ότι αυτά τα αποτελέσµατα δεν υπάρχουν.  
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Οι µόνοι που άµεσα αναφέρονται στους Löwenheim και Skolem είναι ο 
λογικολόγος και φιλόσοφος Willard Van Orman Quine καθώς και οι George 
Lakoff (γλωσσολόγος) και Mark Johnson (φιλόσοφος) που ανέπτυξαν µία δική 
τους θεωρία νοήµατος (Για τους Löwenheim - Skolem βλέπε «Philosophy in 
the Flesh», σελ.453-457). 

Για τις θεωρίες τους βλέπε: 
 Μη πληρότητα Απροσδιοριστία και Φιλοσοφία.doc
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